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Løsning  1 
(2016) 

LØSNING: Oppgavesett nr. 1
“MAT100 Matematikk”, 2016
Oppgave 1: ( algebra )
a) Multipliser ut parantesene og flytt alle x-ene p˚a venstre side og alle tallene p˚a høyre:
3(x + 5) = 3(x + 1)− 2(x− 9) (1)
3x + 3 · 5 = 3x + 3 · 1− 2x− 2 · (−9) (2)
2x = 3 + 18− 15 (3)
2x = 6 (4)
x = 3 (5)
b) Skriver alle leddene med fellesnevner:
4
x + 1
+ 2 =
2x + 6
x− 1 (6)
4(x− 1)
((((
(((((x + 1)(x− 1) +
2(x + 1)(x− 1)
((((
(((((x + 1)(x− 1) =
(2x + 6)(x + 1)
((((
(((((x− 1)(x + 1) (7)
4(x− 1) + 2 (x + 1)(x− 1)︸ ︷︷ ︸
= x2−1
= 2 (x + 3)(x + 1)︸ ︷︷ ︸
=x2+4x+3
(8)
4(x− 1) + 2(x2 − 1) = 2(x2 + 4x + 3) (9)
4x− 4 +2x2 − 2 = 2x2 + 8x + 6 (10)
4x− 8x = 6 + 4 + 2 (11)
−4x = 12
∣∣∣∣ · 1(−4) (12)
x = − 3 (13)
1
En alternativ og minst like god ma˚te a˚ løse denne ligningen p˚a er a˚ multiplisere med (x+1)(x−1)
p˚a begge sider:
4
x + 1
+ 2 =
2x + 6
x− 1
∣∣∣∣ · (x + 1)(x− 1) (14)
4
x + 1

(x + 1)(x− 1) + 2(x + 1)(x− 1) = 2x + 6
x− 1 (x + 1)
(x− 1) (15)
4(x− 1) + 2(x + 1)(x− 1) = (2x + 6)(x + 1) (16)
4x− 4 + 2(x2 − 1) = 2x2 + 2x + 6x + 6 (17)
4x− 4 +2x2 − 2 = 2x2 + 8x + 6 (18)
4x− 8x = 6 + 4 + 2 (19)
−4x = 12
∣∣∣∣ · 1(−4) (20)
x = − 3 (21)
PS:
Du behøver ikke løse ligningen p˚a begge m˚atene. Det er nok at du løser ligningen p˚a en av ma˚tene.
Velg den metoden du liker best.
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c) Ligningen: ( a = −1, b = 1, c = 2 )
−x2 + x + 2 = 0 (22)
er en 2.-gradsligning. Løsningene finnes via ABC-formelen: 1
x =
−b±√b2 − 4ac
2a
(23)
=
−1±√12 − 4 · (−1) · 2
2 · (−1) (24)
=
−1±√9
2 · (−1) (25)
=
−1± 3
2 · (−1) (26)
som gir
x1 = −1 og x2 = 2 (27)

1Husk: En 2.-gradsligning har max 2 stk. løsninger.
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Oppgave 2: ( kvadratsetningene )
a) Se vedlegg A.
b) I et kvadrat er lengde og bredde like store.
Derfor kalles et ligningsystem som har like mange ligninger som ukjente for kvadratisk. 2
c) Løsning av ligningssystemet inntreffer n˚ar begge/alle ligningene er oppfylte,
dvs. hvor begge/alle linjene skjærer hverandre:
x 
y 
    Én entydig løsning 
 
To ligninger , to ukjente 
 
          ( Kvadratisk ) 
x0 
y0 
y 
Uendelig mange løsn. 
 
En ligning , to ukjente 
 
     ( Underbestemt ) 
x 
y 
     Ingen løsninger 
 
Tre ligninger , to ukjente 
 
     ( Overbestemt ) 
x 
ax + by  = A 
cx +  dy = B 
ax + by  = A’ ax + by  = A’’ 
cx + dy  = B’’ 
ex + fy   = C ’’ 
Figur 1: Linenært ligningssystem med to ukjente x og y.
2Den kvadratiske analogien blir enn˚a mer p˚atagelig dersom man skriver ligningsystemet p˚a matriseform. For
eksempel, ligningssystemet oppgitt i oppgaveteksten i oppgave 2 kan skrives p˚a følgende form:
Ax = b (28)
hvor x og b er vektorer og A er matrisen
A =
 1 5 23 −2 −1
−2 3 3
 (29)
Denne matrisen er kvadratisk, dvs. like mange rekker som kolonner.
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d) Man kan bruke “innsettingsmetoden eller “addisjonsmetoden’’, se 64-65 i kompendiet.
Velger vi en variant av addisjonsmetoden og løser ligningssystemet: 3
2x + 5y − 8 = 0 | · 3 (30)
3x + 2y = 1 | · 2
6x + 15y − 24 = 0 (31)
6x + 4y − 2 = 0
Begge disse ligningene er 0, dvs. de er like:
6x + 15y − 24 = 6x + 4y − 2 (32)
15y − 4y = −2 + 24 (33)
11y = 22
∣∣∣∣ · 111 (34)
y = 2 (35)
N˚a kan vi løse en av ligningene med hensyn p˚a x og deretter sette inn for y = 2:
2x + 5y − 8 = 0 (36)
2x = 8− 5y
∣∣∣∣ · 12 (37)
x =
8− 5y
2
(38)
=
8− 5 · 2
2
= −1 (39)
Alt i alt: 4
x = −1 og y = 2 (40)

3Alts˚a finner x og y.
4Siden vi har to ligninger og to ukjente s˚a kan det være en entydig løsning. I dette tilfellet er det en entydig
løsning.
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Oppgave 3: ( kvadratsetningene/”pilmetoden” )
Bruker “pilmetoden”: 5
a) (5a + 2b)2 = (5a)2 + 5a · 2b + 2b · 5a + (2b)2 = 25a2 + 20ab + 4b2
b)
(
2y − x
4
)2
= (2y)2 + 2y(−x
4
) + (−x
4
)2y + (−x
4
)2 = 4y2 − xy + x2
16
c) (ax− by)(ax + by) = (ax)2 +ax · by +(−by) · ax + (−by) · (by) = a2x2 − b2y2

5Du kan enten bruke kvadratsetningene eller “pilmetoden”. Bruk den metoden du liker best.
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Oppgave 4: ( algebra )
a) Setter inn ligningene i generalbudsjettligningen:
R = C + I + G + X (41)
= 200 + 0.25(R− 200) + 150 + 0.25R− 1000r + G + 0 (42)
= 0.25R + 0.25R− 1000r + G + (200 + 150− 0.25 · 200) (43)
=
1
2
R− 1000r + G + 300 (44)
N˚a løser vi ligningen ovenfor med hensyn p˚a det vi ønsker, nemlig r:
1000r =
1
2
R−R + G + 300
∣∣∣∣ · 11000 (45)
m
r =
− 1
2
R + G + 300
1000
(46)
= − 1
2000
R +
1
1000
G +
3
10
, q.e.d. (IS-kurve) (47)
b) Skriver lign.(47) med desimaltall:
r = − 1
2000
R +
1
1000
G +
3
10
(48)
= − 0.0005R + 0.001G + 0.3 (49)
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c) i) Regner ut renteniv˚aet n˚ar G = 250 via lign.(47):
r = − 1
2000
R +
1
1000
· 250 + 3
10
(50)
= − 1
2000
R +
250
1000
+
3·10
10·10 (51)
= − 1
2000
R +
25
100
+
30
100︸ ︷︷ ︸
= 11
20
(52)
= − 1
2000
R +
11
20
(53)
ii) Og for G = 400 p˚a samme m˚ate:
r = − 1
2000
R +
1
1000
· 400 + 3
10
(54)
= − 1
2000
R +
400
1000
+
3
10
(55)
= − 1
2000
R +
4
10
+
3
10︸ ︷︷ ︸
= 7
10
(56)
= − 1
2000
R +
7
10
(57)
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d) Setter inn ligningene i generalbudsjettligningen:
R = C + I + G + X (58)
= C0 + c(R− T ) + I0 + ir + G + X0 + eV − bR (59)
Flytt R over p˚a høyre side, og r p˚a venstre:
−ir = −R + C0 + c(R− T ) + I0 + G + X0 + eV − bR (60)
= −R(1− c + b) + (G− cT ) + eV + (C0 + I0 + X0) (61)
= −
[
R(1− c + b) − (G− cT )− eV − (C0 + I0 + X0)
]
(62)
Til slutt multipliserer man med 1−i p˚a begge sider av lign.(62):
r =
1
i
[
R(1− c + b)− (G− cT )− eV − (C0 + I0 + X0)
]
, q.e.d. (63)
9
e) Det er likevekt i pengemarkedet n˚ar ME = MT . Dermed:
ME = MT (likevekt) (64)
2R− 8000r = 1600 (65)
−8000r = 1600 − 2R
∣∣∣∣ · 1(−8000) (66)

−8000 r

−8000 =
1600
−8000 −
2R
−8000 (67)
r =
1
4000
R − 1
5
(LM-kurve) (68)
f) Økonomien er i likevekt n˚ar rIS = rLM . Dermed: ( med G = 250 )
rIS = rLM (likevekt) (69)
− 1
2000
R +
1
1000
250 +
3
10
=
1
4000
R − 1
5
(70)
− 2 · 1
2 · 2000R −
1
4000
R = − 1 · 200
5 · 200 −
1
1000
250 − 3 · 100
10 · 100 (71)
− 2 + 1
4000
R =
−200− 250− 300
1000
(72)
− 3
4000
R = − 750
1000
∣∣∣∣ · (−40003 ) (73)
R =
4000
3
· 750
1000
(74)
R = 1000 (75)
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g) Renteviv˚aet finnes vet a˚ sette R = 1000 inn i en av formlene rIS eller rLM .
Det er samme hvilken av disse man bruker siden de er like n˚ar økonomien er i likevekt.
La oss f.eks. velge lign.(68):
r
lign.(68)
=
1
4000
R − 1
5
(76)
R=1000
=
1
4000
1000 − 1
5
(77)
=
5 · 1
5 · 4 −
4 · 1
4 · 5 (78)
=
5
20
− 4
20
(79)
=
5− 4
20
(80)
=
1
20
= 0.05 (81)
Dersom vi istedet bruker lign.(47) f˚ar vi selvfølgelig samme svar: ( G = 250 )
r
lign.(47)
= − 1
2000
R +
1
1000
G +
3
10
(82)
R=1000
=
G=250
− 1
2000
1000 +
1
1000
250 +
3
10
(83)
= − 1000
2000
+
2 · 250
2 · 1000 +
200 · 3
200 · 10 (84)
=
−1000 + 500 + 600
2000
(85)
=
100
2000
= 0.05 (86)
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h) I den %-vise endring ma˚ man dele p˚a det man starter med.
Det er alts˚a I1 = 350 man skal dele med. Dermed:
%− vis endring = I2 − I1
I1
=
400− 350
350
· 100 % = 50
350
· 100 % (87)
≈ 14.29% (88)
som alts˚a er en økning siden tallet i lign.(88) er positivt.
Test:
For a˚ teste at svaret v˚art i lign.(88) er riktig s˚a kan vi gjøre følgende test:
Legg til 14.26% p˚a startinvesteringen I1 = 350. Da ender vi opp med:
I1 ·
(
1 + 14.25%
)
= I1 · 1.1426 ≈ 400 (89)
som stemmer med oppgaven. 6

6En slik test m˚a du ikke gjøre i innleveringen din. Men det kan være lurt a˚ gjøre det p˚a kladd, slik at du sjekker
svaret ditt.
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Oppgave 5: ( faktorisering og nullpunkter )
Faktoriserer funksjonene: 7
a) f(x, y) = 9y2 + 2xy + 1
9
x2 = (3y)2 + 2(3y)(1
3
x) + (1
3
x)2 = ( 3y + 1
3
x )2
b) g(t) = 1
4
t4 − t3 + t2 = t2 ( 1
4
t2 − t + 1 ) = t2 [ (1
2
t)2 − 2 · 1 · (1
2
t) + 1
]
= t2 ( 1
2
t− 1 )2
c) h(q, p) = 9q2p− 4p3 = p ( 9q2 − 4p2 ) = b [ (3q)2 − (2p)2 ] = p ( 3q − 2p )( 3q + 2p )
Nullpunkter:
a) Siden f(x, y) = (3y + 1
3
x)2 s˚a innser vi at f(x, y) = 0 dersom
3y +
1
3
x = 0 (90)
3y = −1
3
x (91)
y = −1
9
x (92)
7Ha kompendiet foran deg. Finn kvadratsetningene og konjugatsetningen i kompendiet og bruk disse setningene
n˚ar du løser denne oppgaven.
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b) Siden g(t) = t2 ( 1
2
t− 1 )2 s˚a innser vi at g(t) = 0 dersom
t = 0 eller
1
2
t− 1 = 0 (93)
t = 0 eller
1
2
t = 1 (94)
t = 0 eller t = 2 (95)
c) Siden h(q, p) = p ( 3q − 2p )( 3q + 2p ) s˚a innser vi at h(q, p) = 0 dersom
p = 0 eller 3q − 2p = 0 eller 3q + 2p = 0 (96)
p = 0 eller 3q = 2p eller 3q = −2p (97)
p = 0 eller q =
2
3
p eller q = − 2
3
p (98)

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Oppgave 6: ( andregradsligning )
a) Se vedlegg B.
b) Prinsippskisser som illustrerer disse tre alternativene for løsningsmengden
for en 2. gradsligning: 8
x 
f(x) 
2 løsninger 
1  løsning 
Ingen løsninger 
Figur 2: Prinsippskisser. Mulige løsninger for en 2. gradsligning.
8Tegn et koorinatesystem uten a˚ tegne p˚a noen skala p˚a aksene. I denne oppgaven er det kun en prinsippskisse
vi er p˚a jakt etter.
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c) Diskriminanten b2 − 4ac for funksjonen f(x) = 2x2 + 4x + 2 er:
b2 − 4ac = 42 − 4 · 2 · 2 = 16− 16 = 0 (99)
alts˚a null. Bruker ABC-formelen for a˚ finne nullpunktene til 2. gradsligningen f(x) = 0:
x =
−b±√b2 − 4ac
2a
(100)
=
−4±√42 − 4 · 2 · 2
2 · 2 (101)
=
−4± 0
4
(102)
= −1 (103)
alts˚a kun e`n løsning til f(x) = 0.
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d) Diskriminanten b2 − 4ac for funskjonen g(x) = 2x2 + 4x− 2:
b2 − 4ac = 42 − 4 · 2 · (−2) = 16 + 16 = 2 · 16 = 32 (104)
alts˚a positiv: b2 − 4ac > 0.
Bruker ABC-formelen for a˚ finne nullpunktene til 2. gradsligningen g(x) = 0:
x =
−b±√b2 − 4ac
2a
(105)
=
−4±√42 − 4 · 2 · (−2)
2 · 2 (106)
=
−4±√2 · 16
4
(107)
=
−4±√2 · 4
4
(108)
som gir
x1 = −1 +
√
2 og x2 = −1−
√
2 (109)
alts˚a to løsninger.
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e) Diskriminanten b2 − 4ac for funskjonen h(x) = x2 + 4x + 8:
b2 − 4ac = 42 − 4 · 1 · 8 = 16− 32 = −16 (110)
alts˚a negativ: b2 − 4ac < 0.
Bruker ABC-formelen for a˚ finne nullpunktene til 2. gradsligningen f(x) = 0:
x =
−b±√b2 − 4ac
2a
(111)
=
−4±√42 − 4 · 1 · 8
2 · 1 (112)
=
−4±√−16
2
(113)
som ikke gir noen løsning fordi man kan ikke ta kvadratroten av et negativt tall. 9

9Komplekse tall er ikke pensum i dette kurset.
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Oppgave 7: ( brøkregning )
Trekker sammen brøkene og gjør forenklinger om mulig: ( m˚a fine fellesnevner )
a)
3
2a
− 6
3a
+
1
a
=
3 · 3
3 · 2a −
2 · 6
2 · 3a +
6 · 1
6 · a (114)
=
9
6a
− 12
6a
+
6
6a
(115)
=
9− 12 + 6
6a
=
3
6a
=
1
2a
(116)
b)
− 2y
x2y2
+
2 + x
x2y
+
1− y
xy2
=
(−2y)
x2y2
+
(2 + x) · y
x2y · y +
x · (1− y)
x · xy2 (117)
=
−2y + y(2 + x) + x(1− y)
x2y2
(118)
= 
−2y +  2y +xy + x−xy
x2y2
(119)
=
x
x2y2
(120)
=
1
xy2
(121)
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c)
z − 1
z + 1
− 1− z
z − 1 −
4z − 2
2z + 2
=
(z − 1)(z − 1)
(z + 1)(z − 1) −
=−(z−1)︷ ︸︸ ︷
(1− z)(z + 1)
(z − 1)(z + 1) −
2(2z − 1)(z − 1)
2(z + 1)(z − 1) (122)
=

(z − 1)(z − 1) +(z − 1)(z + 1)− (2z − 1)(z − 1)
(z + 1)
(z − 1) (123)
=
z − 1 + z + 1− (2z − 1)
z + 1
(124)
=
2z −2z + 1
z + 1
(125)
=
1
z + 1
(126)

Kommentar:
Husk at det aldri er lov a˚ dele p˚a 0. Det betyr at:
a) a 6= 0
b) x 6= 0 og y 6= 0
c) z 6= −1

20
Oppgave 8: ( potenser / Cobb-Douglas nyttefunksjon / “SØK200 Mikroøkonomi” )
Cobb-Douglas nyttefunksjon:
U(x1, x2) =
1
2
x
1
3
1 x
2
3
2 (127)
a) Bruker at 8 = 23 og 27 = 33:
U(27, 8) =
1
2
27
1
38
2
3 =
1
2
(33)
1
3 (23)
2
3 = 2−1 3
3· 1
3 2
3· 2
3 (128)
= 2−1 31 22 = 2−1+2 3 = 2 · 3 = 6 (129)
b) Bruker igjen at 27 = 33 og 8 = 23:
U(8, 27) =
1
2
8
1
327
2
3 =
1
2
(23)
1
3 (33)
2
3 = 2−1 23·
1
3 3
3· 2
3 (130)
= 2−1 21 32 = 2−1+1 32 = 20 · 32 = 1 · 32 = 9 (131)

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Oppgave 9: ( 2.-gradsligninger )
a) Ligningen ( a = 1, b = −3, c = −10 )
x2 − 3x− 10 = 0 (132)
er en 2.-gradsligningen. Nullpunktene, dvs. røttene, til en 2.-gradsligning finnes ved a˚ bruke
“abc”-formelen:
x =
−b±√b2 − 4ac
2a
(133)
=
−(−3)±√(−3)2 − 4 · 1 · (−10)
2 · 1 (134)
=
3±√49
2
(135)
=
3± 7
2
(136)
som gir
x1 = 5 og x2 = −2 (137)
b) Ligningen ( a = 6, b = −1, c = −1 )
6y2 − y − 1 = 0 (138)
er en 2.-gradsligningen. Nullpunktene, dvs. røttene, til en 2.-gradsligning finnes ved a˚ bruke
“abc”-formelen:
22
x =
−b±√b2 − 4ac
2a
(139)
=
−(−1)±√(−1)2 − 4 · 6 · (−1)
2 · 6 (140)
=
1±√25
12
(141)
=
1± 5
12
(142)
som gir
x1 =
1
2
og x2 = − 1
3
(143)
c) Ligningen
1
z − 1 =
1
z + 1
+
1
12
(144)
løses ved at vi først finner fellesnevner:
1 · (z + 1)
((((
((((z − 1)(z + 1) =
(z − 1) · 1
((((
(((((z − 1) · (z + 1) +
(z + 1) · (z − 1)
12 ·(((((((
(
(z + 1) · (z − 1) (145)
z + 1 = z − 1 +
1
12
(z + 1)(z − 1) (146)
1 + 1 =
1
12
(z + 1)(z − 1) | · 12 (147)
2 · 12 = (z + 1)(z − 1) (148)
24 = z2 − 1 (149)
0 = z2 − 25 (150)
som er en 2. gradsligning.
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Løsningen til denne ligningen ser vi nesten p˚a strak arm:
z1 = 5 og z2 = − 5 (151)
men man kan ogs˚a bruke ABC-formelen: ( a = 1, b = 0 og c = −25 )
z =
−b±√b2 − 4ac
2a
(152)
=
−0±√02 − 4 · 1 · (−25)
2 · 1 (153)
=
±√100
2
(154)
= ±5 (155)
alts˚a sammen svar som før, selvfølgelig:
z1 = 5 og z2 = 5 (156)

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Vedlegg  A 
                   (oppgave  2) 
Løsningsmengde: Kommentar: Betegnelse: 
Oppgave  2: 
Ingen løsning 
En løsning 
Uendelig 
mange  
løsninger 
Like mange (uavhengige) ligninger 
         som det er ukjente 
Færre (uavhengige) ligninger 
           enn ukjente 
Flere (uavhengige) ligninger 
           enn ukjente 
Overbestemt 
     system 
Kvadratisk 
   system 
Underbestemt 
     system 
Vedlegg  B 
                   (oppgave  6) 
Diskriminant: Løsningsmengde: 
Oppgave  6: 
b2 – 4ac > 0 
b2 – 4ac = 0 
b2 – 4ac < 0 
2  løsninger 
1  løsning 
ingen  løsning 
Løsning  2 
(2016) 

LØSNING: Oppgavesett nr. 2
“MAT100 Matematikk”, 2016
Oppgave 1: ( lineære funksjoner , to-punktsformelen )
a) Siden vi kjenner 2 punkter
f(x) : (x1, y1) = (0, 1) og (x2, y2) = (4, 3) (1)
p˚a den rette linjen s˚a kan vi bruke to-punktsformelen for lineære funksjoner:
f(x)
to-pkt.formel
=
y2 − y1
x2 − x1 · (x− x1) + y1 (2)
=
3− 1
4− 0 · (x− 0) + 1 =
1
2
· x + 1 (3)
Siden vi kjenner 2 punkter
g(x) : (x1, y1) = (−2, 6) og (x2, y2) = (1, 3) (4)
p˚a den rette linjen s˚a kan vi bruke to-punktsformelen for lineære funksjoner:
g(x)
to-pkt.formel
=
y2 − y1
x2 − x1 · (x− x1) + y1 (5)
=
3− 6
1− (−2) ·
(
x− (−2)) + 6 = −3
3
· (x+ 2) + 6 (6)
= −x + 4 (7)
1
b) Verditabell: 1
x 
f(x) 
- 4 0  2 6 
  - 1  1 2 4 
x 
g(x) 
- 4 0 2 6 
8 4 2 -2 
Figur 1: Verditabeller.
Plott av de lineære funksjonene f(x) og g(x):
x 
f(x) 
g(x) 
Figur 2: Plott av f(x) og g(x).
1Strengt tatt behøver man ikke mer enn 2 punkter i en verditabell for a˚ bestemme en rette linje. Men av
“sikkerhetsmessige” grunner er det svært lurt a˚ ta flere enn to punkt, f.eks. 4 punkter slik som i verditabellene
ovenfor.
2
c) Skjæringspunktet mellom grafene: 2
i) Grafisk:
Av figur (2) ser vi umiddelbart at skjæringspunktet er: (x, y) = (2, 2)
ii) Analytisk:
f(x) = g(x) (8)
1
2
x+ 1 = −x+ 4 (9)
1
2
x+ x = −1 + 4 (10)
3
2
x = 3 (11)
x = 2 (12)
y-koordinaten finnes ved a˚ sette inn i f(x) eller g(x):
y = f(2) = g(2) (13)
= −2 + 4 = 2 (14)
Alt i alt:
Skjæringspunktet mellom f(x) og g(x) er: (x, y) = (2, 2)
( som er det samme svaret som vi fant grafisk, selvfølgelig )

2A˚ finne skjæringspunktet vil si a˚ finne punktet (x, y) bestemt av f(x) = g(x).
3
Oppgave 2: ( lineære funksjoner , ett-punktsformelen )
a) i) Siden vi kjenner 1 punkt og stigningstallet a:
f(x) : (x1, y1) = (−2, 1) og a = 3 (15)
for den rette linjen s˚a kan vi bruke ett-punktsformelen for lineære funksjoner:
f(x)
ett-pkt.formel
= a · (x− x1) + y1 (16)
= 3 · (x− (−2)) + 1 = 3x + 7 (17)
ii) Siden vi kjenner 1 punkt og stigningstallet a:
g(x) : (x1, y1) = (2, 3) og a = 0 (18)
for den rette linjen s˚a kan vi bruke ett-punktsformelen for lineære funksjoner:
g(x)
ett-pkt.formel
= a · (x− x1) + y1 (19)
= 0 · (x− 2) + 3 = 3 (20)
dvs. g(x) er bare en konstant, den varierer ikke med x.
4
iii) Siden vi kjenner 1 punkt og stigningstallet a:
h(x) : (x1, y1) = (0, 8) og a = 0 (21)
for den rette linjen s˚a kan vi bruke ett-punktsformelen for lineære funksjoner:
h(x) = a · (x− x1) + y1 (22)
= 0 · (x− 0) + 8 = 8 (23)
dvs. h(x) er bare en konstant, den varierer ikke med x.
b) Verditabell: 3
x 
f(x) 
- 3 -2   0 1 
  - 2  1 7 10 
x 
g(x) 
- 3 - 2 0 1 
3 3 3 3 
x 
h(x) 
- 3 - 2 0 1 
8 8 8 8 
Figur 3: Verditabeller.
3Strengt tatt behøver man ikke mer enn 2 punkter i en verditabell for a˚ bestemme en rette linje. Men av
“sikkerhetsmessige” grunner er det svært lurt a˚ ta flere enn to punkt, f.eks. 4 punkter slik som i verditabellene
ovenfor.
5
Plott av de lineære funksjonene f(x), g(x) og g(x):
x 
f(x) 
g(x) 
h(x) 
Figur 4: Plott av f(x), g(x) og h(x).
c) Maksimalt antall skjæringspunkt mellom to lineære funksjoner: 1 4
d) Maksimalt antall nullpunkt for en lineær funksjon: 1 5
4Det er ingen skjæringspunkt mellom g(x) og h(x), se figur (4).
. Det er ett skjæringspunkt mellom f(x) og g(x).
5Verken g(x) eller h(x) har noen nullpunkter, se figur (4). Funksjonen f(x) har ett nullpunkt.
6
Oppgave 3: ( økonomi , skiftanalyse , “SØK200 Mikroøkonomi” )
a) Tar utgangspunkt x(p) = α− βp og løser med hensyn p˚a p:
x(p) = α− β p (24)
β p(x) = α− x
∣∣∣∣ · 1β (25)
β p(x)
β
=
α− x
β
(26)
p(x) = − 1
β
x +
α
β
, q.e.d. (27)
b) Verditabell: 6
x 
p(x) 
0 25  50 75 
  200  150 100 50 
100 
0 
Figur 5: Verditabell for p(x) = − 1
β
x + α
β
, med α = 100 og β = 0.5 1
NOK
.
6Strengt tatt behøver man ikke mer enn 2 punkter i en verditabell for a˚ bestemme en rette linje. Men av
“sikkerhetsmessige” grunner er det svært lurt a˚ ta flere enn to punkt, f.eks. 4 punkter slik som i verditabellene
ovenfor.
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Plott av de lineære funksjonen p(x) for intervallet x ∈ [0, 100]:
x 
p(x) 
      Ingen kunder 
(200 NOK er for dyrt for kundene) 
         Metningspunkt 
(det er bare plass til 100 personer på ”Rød”) 
x = 75 
p = 50 
Figur 6: Plott av p(x) = − 1
β
x + α
β
, med α = 100 og β = 0.5 1
NOK
.
c) Tolkning:
Konstantleddet α
β
, dvs. p(0):
p(0) =
α
β
=
100
0.5
NOK = 200 NOK (28)
sier at dersom prisen p˚a sm˚aretter blir satt til 200 NOK s˚a er det ingen som
kommer innom “Rød” i lunjstiden for a˚ spise sma˚retter.
8
d) Nullpunktet for p(x):
p(x) = 0 (29)
− 1
β
· x + α
β
= 0
∣∣∣∣ · β (30)
− β
1
β
· x + β ·
α
β
= 0 (31)
−x + α = 0 (32)
x = α (33)
x = 100 (34)
e) Tolkning:
Dersom sma˚rettene er gratis, dvs. p(x) = 0 NOK, s˚a
kommer det x = 100 personer (35)
for a˚ spise lunsj. Det er bare 100 sitteplasser p˚a “Rød”.
Man kan se p˚a 100 som et “metningspunkt” .
f) Nullpunktet x = 100 og konstantleddet p(0) = α
β
= 200 NOK er markert p˚a figur (6).
9
g) Antall personer som kommer for en gitt pris er oppgitt i oppgaven:
i) grafisk:
Fra figur (6) ser vi at n˚ar sma˚rettene koster p = 50 NOK s˚a kommer det
x = 75 personer.
ii) analytisk:
x(50) = α− β · 50 (36)
= 100 − 0.5 1
NOK
· 50NOK = 75 (37)
alts˚a den grafiske og den analytiske løsningen stemmer overens.
h) Graf og situasjon som hører sammen: 2 A og 1 B

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Oppgave 4: ( kvadratiske funksjoner )
a) Verditabell:
x 
f(x) 
- 2 - 1  0.5 1 
  - 4  0 2.25  2 
2 3 
  - 4  0 
0 
 2 
Figur 7: Verditabell for f(x).
Plott av den kvadratiske funksjonen f(x):
x 
f(x) 
x=0.5 
y = f(0.5) = 2.25 
Figur 8: Plott av f(x).
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b) Nullpunkter for f(x):
f(x) = 0 (38)
−x2 + x+ 2 = 0 (39)
Lign.(39) er en 2.-gradsligningen p˚a formen ax2 + bx+ c = 0, med a = −1,
b = 1 og c = 2. Nullpunktene til en 2.-gradsligning løses bed ABC-formelen:
x1,2 =
−b±√b2 − 4ac
2a
(40)
x1,2 =
−1±√12 − 4 · (−1) · 2
2 · (−1) =
−1±√1 + 8
−2 =
−1± 3
−2 (41)
x1 = −1 ∨ x2 = 2 (42)
Nullpunktene til f(x) er:
x1 = −1 , x2 = 2 (43)
som stemmer med figur (8).
c) Siden nullpunktene til f(x) er kjente s˚a kan f(x) faktoriseres umiddelbart, uten regning:
f(x) = −x2 + x+ 2 (44)
= −(x− x1)(x− x2) = −(x− (−1))(x− 2) =
faktorisert form︷ ︸︸ ︷
−(x+ 1)(x− 2) (45)
12
PS:
Ved a˚ g˚a baklenges kan man selv sjekke at lign.(45) er riktig.
d) Grafen i figur (8) har ett ekstremalpunkt, et maksimumpunkt.
Ut fra figur (8) ser vi at dette maksimumspunktet inntreffer ved:
x = 0.5 , y = = 2.25 (46)

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Oppgave 5: ( %-regning , økonomi , “BØK105 Finansregnskap 1” )
a) Utsalgsprisen put er innkjøpspris + p˚aslag
put = innkjøpspris + p˚aslag (47)
= p0 + fp˚a · p0 = p0 ·
(
1 + fp˚a
)
, q.e.d. (48)
b) Siden p0 = 540 NOK og fp˚a = 2.7 f˚ar man, via resultatet fra oppgave a:
put
lign.(48)
= p0 ·
(
1 + fp˚a
)
(49)
= 540 · ( 1 + 2.7 ) NOK = 1998 NOK (50)
c) Fortjenesten pi for butikken er:
pi = inntekt − kostnad (51)
= (1− fav) · put − p0 (52)
lign.(48)
=
(
1− fav
) · p0 · (1 + fp˚a) − p0 (53)
= p0 ·
[ (
1− fav
)(
1 + fp˚a
) − 1 ] , q.e.d. (54)
hvor vi har brukt put = p0 · ( 1 + fp˚a ).
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d) Tallverdi for fortjeneste:
pi = p0 ·
[ (
1− fav
)(
1 + fp˚a
) − 1 ] (55)
= 540 ·
[ (
1− 0.80)(1 + 2.7) − 1 ] NOK = − 140.40 NOK (56)
Kommentar:
Butikken taper 140.40 NOK p˚a hvert salg av jakken.
e) Butikken g˚ar i null, dvs. ingen fortjeneste pi = 0:
pi = 0 (57)
p0 ·
[ (
1− fav
)(
1 + fp˚a
) − 1 ] = 0 (58)
(
1− fav
)(
1 + fp˚a
) − 1 = 0 (59)
(
1− fav
)(
1 + fp˚a
)
= 1 (60)
1 + fp˚a =
1
1− fav (61)
fp˚a =
1
1− fav − 1 (62)
Men siden 1 = 1−fav
1−fav :
fp˚a =
1
1− fav −
1− fav
1− fav (63)
=
1− (1− fav)
1− fav =
fav
1− fav , q.e.d. (64)
15
f) Med avslag fav = 80 % s˚a ma˚ p˚aslaget fp˚a være:
fp˚a =
fav
1− fav (65)
=
0.80
1− 0.80 = 4 (= 400 %) (66)
for at butikken skal g˚a i null.

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Oppgave 6: ( økonomi , avskrivning , “BØK105 Finansregnskap 1” )
a) Tallverdien p˚a koeffisienten a, dvs. stigningstallet til den rette linjen V (t):
a =
∆V
∆t
(67)
=
sluttverdi - startverdi
sluttid - starttid
=
V (5)− V (0)
5− 0
NOK
a˚r
(68)
=
0 − 2 500 000
5
NOK
a˚r
= − 500 000 NOK
a˚r
(69)
b) Tolkning:
Koeffisienten a = − 500 000 NOK
a˚r
betyr at den a˚rlige avskrivningen er 500 000 NOK.
c) I oppgaven er det oppgitt at: V (0) = 2 500 000. Siden
V (0) = a · 0 + b = b (70)
s˚a har vi dermed at:
b = 2 500 000 NOK (71)
d) Tolkning:
Koeffisienten b = 2 500 000 NOK betyr at den prisen p˚a den nye dumperen
er 2.5 mill. NOK.
17
e) Verditabell for V (t):
t 
V(t) 
0 1  
2 500 000  
5 2 
2 000 000  1 500 000  0  
Figur 9: Verditabell for V (t).
Plott av den lineære funksjonen V (t):
år 
V(t) ( bokført verdi, dvs. restverdi etter avskrivninger) 
V(5) = 500 000 NOK 
( utrangeringsverdi ) 
V(0) = 2 500 000 NOK 
( pris på dumper ) 
Figur 10: Plott av V (t) uten utrangeringsverdi og V (t) med utrangeringsverdi.
18
f) Tallverdien p˚a koeffisienten a n˚ar utrangeringsverdien er inkludert:
a =
∆V
∆t
(72)
=
sluttverdi - startverdi
sluttid - starttid
=
V (5)− V (0)
5− 0
NOK
a˚r
(73)
=
500 000 − 2 500 000
5
NOK
a˚r
= − 400 000 NOK
a˚r
(74)
g) Prisen p˚a dumperen er den samme, uansett om avskrivningsraten er mindre. Dermed:
Nei, b = V (0) endres ikke.
h) Se figur (10).
i) Se figur (10).

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Oppgave 7: ( logistikk , lagerstyring , “SCM200 Lager- og produksjonsstyring” )
a) Etterspørselen er oppgitt til a˚ være d(t) = Dt og produksjonen er oppgitt til a˚ være q(t) = αt.
Vi setter dette inn i balanseligningen:
i(t) = q(t)− d(t) + i0 (75)
= αt − Dt + i0 = (α−D)t+ i0 , q.e.d. (76)
b og d) Verditabeller:
t 
i(t) 
 0 3 000  7 000 10 000 
  10 000   - 500   5 500   - 5 000 
α = 4 
t 
i(t) 
 0 3 000  7 000 10 000 
  10 000   15 000   11 500    13 500  
α = 2 
Figur 11: Verditabeller for i(t).
Plott av den lineære funksjonen i(t):
i(t) 
i(t) 
15 000 
10 000 
 5 000 
- 5 000 
0 
2 000 4 000 6 000 10 000 8 000 
t 
α = 4 
α = 2 
Figur 12: Plott av i(t).
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c) Problemet med valget α = 2 tonntime , se figur 12, er at grafen til i(t) blir negativ.
Selv om grafen er negativ s˚a kan man f.eks. ikke ha minus 5 000 tonn slurry p˚a lager.
Det minste man kan ha er et tomt lager, dvs. null tonn slurry p˚a lager:
i(t) = 0 (77)
Alts˚a vi m˚a finne nullpunktet til i(t).
Men fra oppgave 7a har vi at: i(t) = (α−D)t+ i0.
Dermed kan vi løse med hensyn p˚a t alene:
(α−D)t+ i0 = 0 (78)
(α−D)t = −i0 (79)
t = − i0
α−D (80)
Helt til slutt setter vi inn tall:
t = − i0
α−D (81)
= − 10 000
2− 3.5 timer = 6 666.7 timer (82)
Etter 6 666.7/( 24 · 7 · 4︸ ︷︷ ︸
# timer i mnd.
) ≈ 9.9 ma˚neder s˚a er lageret tomt.
d) Se figur 11 og 12.
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e) Problemet med valget α = 4 tonntime , se figur 12, er at den tilhørende grafen til i(t)
kan overstige kapasiteten imax = 20 000 tonn slurry for tanken, se figur (12).
Tanken er full n˚ar:
i(t) = imax (83)
Alts˚a vi m˚a finne t alene:
i(t) = imax (84)
(α−D)t+ i0 = imax (85)
(α−D)t = imax − i0 (86)
t =
imax − i0
α−D (87)
Helt til slutt setter vi inn tall:
t =
imax − i0
α−D (88)
=
20 000− 10 000
4− 3.5 timer = 20 000 timer (89)
Etter 20 000/( 24 · 7 · 52︸ ︷︷ ︸
# antall timer i a˚ret
) ≈ 2.3 a˚r s˚a er tanken full. 7
7Selv om det tar hele 2.3 a˚r før tanken er full s˚a vil antall tonn slurry p˚a lager i tanken i gjennomsnitt være
altfor høyt. Det vil for˚arsake høye lagerkostnader.
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f) For a˚ unng˚a et tanken blir tom eller at tanken blir full s˚a bør Hustadmarmor
justere produksjonshastigheten α slik at den akkurat tilsvarer etterspørselen:
α = D = 3.5
tonn
time
(90)
Fra lign.(76) ser vi da at:
i(t) = (α−D)︸ ︷︷ ︸
= 0
t+ i0 = i0 = 10 000 tonn (91)
alts˚a lagerniv˚aet er konstant p˚a i(t) = 10 000 tonn slurry dersom α = D.
g) Siden man trenger 40 % kalkstein for a˚ lage slurry s˚a:
β = 0.4 · α = 0.4 · 3.5 tonn
time
= 1.4
tonn
time
(92)
“Knusehastigheten” ma˚ være 1.4 tonntime for at blandingsprosessen skal være balansert.
Tilhørende rate γ:
γ = 0.6 · α = 0.6 · 3.5 tonn
time
= 2.1
tonn
time
(93)
“Vannhastigheten” ma˚ være 2.1 tonntime for at blandingsprosessen skal være balansert.
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h) Vi skal finne produksjonshastigheten α n˚ar som m˚atil for at niv˚aet i tanken
skal øke fra i0 = 10 000 tonn til is = 12 000 tonn slutty i løpet av t = 1000 timer.
i(t) = is (94)
Fra oppgave 7a har vi at i(t) = (α−D)t+ i0. Dermed:
(α−D)t+ i0 = is (95)
Løser med hensyn p˚a α alene:
(α−D)t+ i0 = is (96)
(α−D)t = is − i0 (97)
α−D = is − i0
t
(98)
α =
is − i0
t
+D (99)
Helt til slutt setter vi inn tall:
α =
is − i0
t
+D (100)
=
(
12 000− 10 000
1000
+ 3.5
)
tonn
time
= 5.5
tonn
time
(101)
Tilhørende “knusehastigheten” β er:
β = 0.4 · α = 0.4 · 5.5 tonn
time
= 2.2
tonn
time
(102)

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Løsning  3 
(2016) 

LØSNING: Oppgavesett nr. 3
“MAT100 Matematikk”, 2016
Løsning:
a) Fra lign.(1) i oppgavesettet ser vi at Møretank A/S bruker 8 timer p˚a a˚ lage type 1.
Og 4 timer p˚a a˚ lage type 2.
b) Gjør om ulikhetene til likheter:
X1 + X2 = 300 (motorer) (1)
8X1 + 4X2 = 1528 (arbeidstimer) (2)
14X1 + 18X2 = 4500 (rør) (3)
Flytter over X1 p˚a andre siden:
X2 = 300−X1 (4)
4X2 = 1528− 8X1
∣∣∣ · 1
4
(5)
18X2 = 4500− 14X1
∣∣∣ · 1
18
(6)
Løser ut X2 alene:
X2(X1) = 300−X1 (7)
X2(X1) = 382− 2X1 (8)
X2(X1) = 250− 7
9
X1 (9)
1
c) Verditabell: 1
X1 
X2(X1) 
 0 100   200 300 
  300  200 100 0 
X1 
X2(X1) 
X1 
X2(X1) 250 211.11 172.22 133.33 
 0 50   100 150 
  382  282 182 82 
 0 50   100 150 
Figur 1: Verditabeller.
X1 
X2 (X1) 
Figur 2: Plott av de lineære lign.(7), (8) og (9).
1Strengt tatt behøver man ikke mer enn 2 punkter i en verditabell for a˚ bestemme en rette linje. Men av
“sikkerhetsmessige” grunner er det svært lurt a˚ ta flere enn to punkt, f.eks. 4 punkter slik som i verditabellene
ovenfor.
2
d) Omr˚adet i figuren som oppfyller alle restriksjonene:
X2 (X1) 
Område som oppfyller 
alle restriksjonene 
X1 
Figur 3: Omr˚adet som oppfyller alle ulikhetene.
e) Den røde linjen i figur 3 beskriver antall motorer.
Denne røde linjen ligger i sin helhet utenfor det skraverte omr˚adet.
Derfor vil ikke pumper for være en begrensende ressurs for noen mulige
kombinasjoner av X1 og X2.
2
2Med mulige kombinasjoner av X1 og X2 menes da alle mulige kominasjoner innen det skraverte omr˚adet.
3
f) i) Indikerer alle “hjørneløsninger:
X2 (X1) 
X1 
(0,250) 
(0,0) 
(108,166) 
(191,0) 
Figur 4: Hjørneløsninger.
ii) Inntekt I(X1, X2 ved hjørnepunktene:
3
I(0, 0) = 367 · 0 + 288 · 0 = 0 (10)
I(0, 250) = 367 · 0 + 288 · 250 = 72 000 (11)
I(108, 166) = 367 · 108 + 288 · 166 = 87 444 (12)
I(191, 0) = 367 · 191 + 288 · 0 = 70 097 (13)
iii) Maksimal inntekt I n˚ar X1 = 108 og X2 = 166: I(108, 166) = 87 444
PS: Legg merke til at selv om det er fire hjørneløsninger s˚a er det kun
e`n av dem som gir maksimal inntekt I.

3Hjørnetpunktet (X1, X2) = (108, 166) er ikke s˚a enkelt a˚ finne eksakt n˚ar man bare leser av figuren. Derfor
godtas svar som er i nærheten. MEN: siden den bl˚a og den grønne linjen skjærer hverandre i denne hjørneløsningen
s˚a kan man ogs˚a regne seg frem til dette svaret analytisk. Da finner man svaret eksakt. Det samme gjelder
hjørnepunktet (X1, X2) = (191, 0).
4
Oppgave 2: ( nullpunkt )
Se vedlegg A.
5
Oppgave 3: ( % regning )
a) Omsetningen i 2010, T2010, er gitt ved:
T2010 = T2009 + T2009 · p2010 faktorisering= T2009
(
1 + p2010
)
(14)
Tilsvarende er omsetningen i 2011, T2011, gitt ved:
T2011 = T2010 + T2010 · p2011 faktorisering= T2010
(
1 + p2011
)
(15)
N˚a kan vi sette lign.(14) inn i lign.(15):
T2011 = T2009
(
1 + p2010
)(
1 + p2011
)
, q.e.d. (16)
b) Setter inn tallene i lign.(16):
T2011
lign.(16)
= T2009
(
1 + p2010
)(
1 + p2011
)
(17)
= 5.7
(
1 + 0.031
)(
1 + 0.035
)
mill. NOK (18)
≈ 6.08 mill. NOK (19)
Omsetningen for Sundb˚aten i 2011 var 6.08 mill. NOK.

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Oppgave 4: ( oversikt over formler )
Se vedlegg B.
7
Oppgave 5: ( kostnads- og inntektsfunksjoner / “BØK105 Finansregnskap 1” )
a) Det totale resultatet TR(x) for firmaet er gitt ved:
TR(x)
def.
= inntekt − kostnad (20)
= p(x) · x − K(x) (21)
= px −
(
ax2 + bx + c
)
(22)
= px − ax2 − bx− c (23)
= (p− b)x− ax2 − c , q.e.d. (24)
b) Gjennomsnittlig enhetskostnad finnes ut fra definisjonen TEK(x) = K(x)
x
:
TEK(x)
def.
=
K(x)
x
(25)
=
ax2 + bx + c
x
(26)
=
ax2
x
+
bx
x
+
c
x
(27)
= ax + b +
c
x
, q.e.d. (28)
hvor vi har brukt formelen for en sum av brøker: a
b
+ c
b
= a+c
b
.
8
c) Grafer og funksjoner som hører sammen:
x x x 
TEK(x) TR(x) K(x) 
x ≈ 600 x ≈ 260 
TEKmin ≈ 170 
TRmax ≈ 87 000 
Figur 5: Graf og funksjoner som hører sammen.
d) i) Antall kg klippfisk som firmaet m˚a produsere per ma˚ned for a˚ minimere
gjennomsnittlig enhetskostnad TEK(x) finnes ved avlesning fra figur (5):
x ≈ 260 kg
ii) Minimumspunktet til TEK(x) er markert p˚a rett graf i figur (5).
TEKmin ≈ 170 NOK
e) i) Antall kg klippfisk som firmaet m˚a produsere per ma˚ned for a˚ maksimere
totalt resultat TR(x) finnes ved avlesning fra figur (5):
x ≈ 600 kg
ii) Maksimumspunktet til TR(x) er markert p˚a rett graf i figur (5).
TRmin ≈ 87 000 NOK
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f) Minimum av gjennomsnittlig enhetskostnad TEKmin oppn˚as for:
x ≈ 260 kg (29)
mens maksimum for det totale resultatet TRmax oppn˚as for:
x ≈ 600 kg (30)
Konklusjon: Nei, minimum av gjennomsnittskostnad er ikke sammenfallende med
optimum for totalt resultat.
10
g) i) Fra figur 5 ser vi at den totale gjennomsnittlige enhetskostnaden TEK(x) oppn˚ar
sitt minimum n˚ar den deriverte er lik null:
stigningstallet = 0 (31)
d TEK(x)
dx
= 0 (32)
d
dx
(
ax + b +
c
x
)
= 0 (33)
d
dx
(
ax + b + cx−1
)
= 0 (34)
a + c(−1)x−2 = 0 (35)
a =
c
x2
∣∣∣∣ · x2a (36)
x2 =
c
a
(37)
x =
√
c
a
, q.e.d. (38)
ii) Med de numeriske verdiene som oppgitt i oppgaven, og bruk av lign.(38):
x =
√
c
a
(39)
=
√
21 000 NOK
0.3 
NOK
kg2
≈ 265 kg (40)
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h) i) Fra figur 5 ser vi at det totale resultatet TR(x) oppn˚ar sitt maksimum n˚ar
den deriverte er lik null:
stigningstallet = 0 (41)
d TR(x)
dx
= 0 (42)
d
dx
(
(p− b)x− ax2 − c
)
= 0 (43)
(p− b)− a2x = 0 (44)
(p− b) = a2x (45)
x =
p− b
2a
, q.e.d. (46)
ii) Med de numeriske verdiene som oppgitt i oppgaven, og bruk av lign.(46):
x =
p− b
2a
(47)
=
( 370− 10 ) NOK
 kg
2 · 0.3 NOK
kg2
= 600 kg (48)
i) Ja, de grafiske løsningene stemmer overens med de analytiske løsningene.

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Oppgave 6: ( derivasjon )
a) Vi har funksjonen f(x) = 3
√
x2 − 1.
Med kjernen u
def.
= x2 − 1 kan vi definere den “forenklede” funksjonen:
g(u) = 3
√
u = u
1
3 (49)
Bruker kjerneregelen:
f ′(x)
kj.regel
=
d g(u)
du
· d u
dx
(50)
=
d
du
(
u
1
3
)
· d
dx
(
x2 − 1
)
(51)
=
1
3
u
1
3
−1︸ ︷︷ ︸
= 1
3
u−
2
3
· 2x (52)
=
1
3u
2
3
· 2x (53)
=
2x
3 (x2 − 1) 23 (54)
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b) Vi har funksjonen f(x) = 13√x2−1 .
Med kjernen u
def.
= x2 − 1 kan vi definere den “forenklede” funksjonen:
g(u) =
1
3
√
u
=
1
u
1
3
= u−
1
3 (55)
Bruker kjerneregelen:
f ′(x)
kj.regel
=
d g(u)
du
· d u
dx
(56)
=
d
du
(
u−
1
3
)
· d
dx
(
x2 − 1
)
(57)
= − 1
3
u−
1
3
−1︸ ︷︷ ︸
= 1
3
u−
4
3
· 2x (58)
= − 1
3u
4
3
· 2x (59)
= − 2x
3 (x2 − 1) 43 (60)
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c) Vi skriver først om funksjonen: ( faktoriserer nevner )
f(x) = 5 + x2 − x
x3 + x
(61)
= 5 + x2 − x
x(x2 + 1)
= 5 + x2 − 1
x2 + 1
= 5 + x2 − (x2 + 1)−1 (62)
Denne lignigen kan skrives:
f(x) = 5 + x2 − g(u) (63)
hvor den “forenklede” funksjonen g(x) er:
g(u) = u−1 (64)
og kjernen u
def.
= x2 + 1. Med “vanlige” derivasjonsregler og kjerneregelen f˚ar vi da:
f ′(x) =
d
dx
(
5 + x2 − g(u)
)
(65)
= 0 + 2x− d g(u)
du
· d u
dx
(66)
= 2x− d
du
(
u−1
)
· d
dx
(
x2 + 1
)
(67)
= 2x− (−1)u−1−1 · 2x (68)
= 2x +
2x
u2
(69)
= 2x +
2x
(x2 + 1)2
(70)
= 2x
(
1 +
1
(x2 + 1)2
)
(71)
NB: Det er flere ma˚ter a˚ skrive svaret p˚a. Lign.(71) er en mulig ma˚te.
I dette til tilfellet er det ikke noen a˚penbar m˚ate a˚ forenkle svaret ytterligere p˚a
enn det som allerede er gjort.
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d) Bruk derivasjon av en brøk:
Det er minst to ma˚ter a˚ løse denne oppgaven p˚a. Man kan bruke derivasjon av et produkt.
Eller man kan multiplisere ut uttrykket med “pilmetoden”, og deretter bruke
“vanlige” derivasjonsregler.
I dette løsningsforslaget velges metoden med derivasjon av et produkt:
f(x) = (ax2 + bx)︸ ︷︷ ︸
= u
(cx + d)︸ ︷︷ ︸
= v
(72)
Dermed:
f ′(x) = u′v + uv′ (73)
= (a2x + b)(cx + d) + (ax2 + bx)c (74)
= 2ac x2 + 2ad x + bc x + bd + ac x2 + bcx (75)
= 3ac x2 + 2(ad + bc)x + bd (76)
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e) Vi definerer den “forenklede” funksjonen:
g(u) = u3 (77)
med kjernen
u
def.
=
x + 1
x− 1 (78)
Den deriverte av kjernen er: ( derivasjon av en brøk )
d u
dx
=
d
dx
(
x + 1
x− 1
)
(79)
=
1 · (x− 1)− (x + 1) · 1
(x− 1)2 =
x− 1− x− 1 · 1
(x− 1)2 = −
2
(x− 1)2 (80)
Da ligger til rette for a˚ bruk kjerneregelen:
f ′(x)
kj.regel
=
d g(u)
du
· d u
dx
(81)
=
d
du
(
u3
)
·
(
− 2
(x− 1)2
)
(82)
= 3u2 ·
(
− 2
(x− 1)2
)
(83)
= 3
(
x + 1
x− 1
)2
·
(
− 2
(x− 1)2
)
(84)
= − 6 (x + 1)
2
(x− 1)4 (85)
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Oppgave 7: ( logistikk / “SCM200 Lager- og produksjonsplanlegging” )
a) At problemet er i balanse betyr at total kapasitet er lik total etterspørsel. Total kapasitet er:
Ktotal = K1 + K2 + K3 (86)
= 100 + 300 + 300 = 700 (87)
Total etterspørsel:
Dtotal = DL + DM + DN (88)
= 200 + 300 + 200 = 700 (89)
Alts˚a: Ktotal = Dtotal, og problemet er i balanse.
Siden problemet er balansert, dvs. vi m˚a utnytte hele kapasiteten,
s˚a kan ulikhetene i konverteres til likheter.
b) Den høyeste verdien av eksponenten i variablene i m˚alfunksjonen
C = 9XL1 + 5XM1 + 4XN1 + 7XL2 + 8XM2 + 4XN2 + 5XL3 + 5XM3 + 3XN3 (90)
er 1. Dermed er lign.(90) et førstegradspolynom, alts˚a en linear funksjon.
c) I oppgave 1 i denne øvingen s˚a vi at det var 2 variabler, X1 og X2.
Da kunne vi plotte, dvs. tegne, de tilhørende ligningene i en 2-dimensjonal graf.
Her, i oppgave 7, er det derimot 9 variabler, XL1, XL2, ... .
Dette blir derfor en 9-dimensjonal graf.
En 9-dimensjonal graf lar seg ikke plotte.
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d) Fra antagelsene i oppgaven f˚ar vi opplyst at: 4
XN2 = 200 , XL2 = 100 (91)
XM3 = 200 (92)
e) Etterspørselsligningene og kapasitetsligningene i oppgaven utgjør tilsammen 6 ligninger. 5
Men vi har hele 9 ukjente variabler.
Men fra oppgave 7d har vi fastsatt 3 av variablene og har dermed
kun 6 variabler igjen a˚ bestemme.
Konklusjon: Vi har 6 ligninger og 6 ukjente variabler.
Da finnes det e`n entydig løsning til LP-problemet.
f) Fra lign. (49) i oppgaven, dvs. en av etterspørselsligningene:
XN1 + XN2︸︷︷︸
= 200
+XN3 = 200 (etterspørsel i New York) (93)
hvor vi bruker at XN2 = 200 fra oppgave 7d. Fra lign. (93) ser vi da at:
XN1 = 0 , XN3 = 0 (94)
4Her behøves regning. Oppgaven best˚ar i a˚ “oversette” fra norsk til matematisk spr˚ak.
5Disse 6 ligningene er uavhengige.
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g) Fra lign. (51) i oppgaven, dvs. en av kapasitetsligningene:
XL2︸︷︷︸
= 100
+XM2 + XN2︸︷︷︸
= 200
= 300 (kapasitet Hapag-Lloyd) (95)
hvor vi bruker at XL2 = 100 og XN2 = 200 fra oppgave 7d.
Fra lign. (97) ser vi da at:
XM2 = 0 (96)
h) Fra lign. (52) i oppgaven, dvs. en av kapasitetsligningene:
XL3 + XM3︸︷︷︸
= 200
+XN3︸︷︷︸
= 0
= 300 (kapasitet Maersk) (97)
hvor vi bruker at XM3 = 200 og XN3 = 0 fra hhv. oppgave 7d og 7f.
Fra lign. (97) ser vi da at:
XL3 = 100 (98)
i) Fra lign. (48) i oppgaven, dvs. en av etterspørselsligningene:
XM1 + XM2︸︷︷︸
= 0
+XM3︸︷︷︸
= 200
= 300 (etterspørsel i Miami) (99)
hvor vi bruker at XM2 = 0 og XM3 = 200 fra hhv. oppgave 7g og 7d.
Fra lign. (99) ser vi da at:
XM1 = 100 (100)
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j) Fra lign. (50) i oppgaven, dvs. en av kapasitetsligningene:
XL1 + XM1︸︷︷︸
= 100
+XN1︸︷︷︸
= 0
= 100 (kapasitet CMA Group) (101)
hvor vi bruker at XM1 = 100 og XN1 = 0 fra hhv. oppgave 7i og 7f.
Fra lign. (101) ser vi da at:
XL1 = 0 (102)
k) Transportkostanden, dvs. ma˚l funksjonen, for Glamox er:
C = 9 XL1︸︷︷︸
=0
+5XM1︸︷︷︸
=100
+4XN1︸︷︷︸
=0
+ 7 XL2︸︷︷︸
= 100
+8XM2︸︷︷︸
=0
+4XN2︸︷︷︸
= 200
+ 5 XL3︸︷︷︸
=100
+5XM3︸︷︷︸
= 200
+3XN3︸︷︷︸
=0
(103)
= 9 · 0 + 5 · 100 + 4 · 0 + 7 · 100 + 8 · 0 + 4 · 200 + 5 · 100 + 5 · 200 + 3 · 0 (104)
= 3500 (105)
Den totale transportkostnaden til Glamox er: 3.5 mill. NOK.

21
   Vedlegg  A 
 
( tilhørende  oppgave 2 ) 
Oppgave  2 
Grad: Ligning: Antall nullpunkter:  Løsning: 
Grad: Ligning: Løsning: 
Grad: Ligning: Løsning: 
1. grads lign. 
3. grads lign. 
2. grads lign. 
f(x) = ax + b  
g(x) = ax2 + bx + c  
h(x) = ax3+bx2+cx+d 
Max 1 stk. nullpkt. 
Antall nullpunkter:  
Antall nullpunkter:  
Komplisert formel/ 
prøve og feile/ 
polynomdivisjon 
Max 2 stk. nullpkt. 
Max 3 stk. nullpkt. 
   Vedlegg  B 
 
( tilhørende  oppgave 4 ) 
Kommentar 
Oppgave  4 
1. kvadratsetning 
2. kvadratsetning 
Konjugatsetningen 
Forkorting av brøk 
Utvidelse av brøk 
Sum av brøker 
%-vis endring 
Formel 
Ark nr. 1 (av 2): 
Kommentar 
Oppgave  4 
Lineær (kostnads)funksjon 
Inntektsfunksjon 
Formel 
Kvadratisk (kostnads)funksjon 
Kubisk (kostnads)funksjon 
Totalt resultat 
Total gjennomsnittlig enhetskostnad 
Rasjonal funksjon 
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LØSNING: Oppgavesett nr. 4
“MAT100 Matematikk”, 2016
Oppgave 1: ( derivasjon )
a) Bruker derivasjon av et produkt:
f ′(x) =
d
dx
(
(
= u︷ ︸︸ ︷
2x+ 1)
= v︷ ︸︸ ︷
(3x2 + 7)
)
(1)
= u′v + uv′ (2)
= (2x+ 1)′(3x2 + 7) + (2x+ 1)(3x2 + 7)′ (3)
= 2(3x2 + 7) + (2x+ 1)(3 · 2x1 + 0) (4)
= 2(3x2 + 7) + (2x+ 1)6x (5)
= 6x2 + 14 + 12x2 + 6x (6)
= 18x2 + 6x+ 14 (7)
1
b) Bruk derivasjon av en brøk:
f ′(x) =
d
dx
( = u︷ ︸︸ ︷
2x+ 1
x2 + 2︸ ︷︷ ︸
= v
)
(8)
=
u′v − uv′
v2
(9)
=
(2x+ 1)′(x2 + 2)− (2x+ 1)(x2 + 2)′
(x2 + 2)2
(10)
=
2(x2 + 2)− (2x+ 1)2x
(x2 + 2)2
(11)
=
2x2 + 4− (4x2 + 2x)
(x2 + 2)2
(12)
=
2x2 + 4− 4x2 − 2x
(x2 + 2)2
(13)
=
−2x2 − 2x+ 4
(x2 + 2)2
(14)
= − 2 x
2 + x− 2
(x2 + 2)2
(15)
2
c) Med kjernen u
def.
= 3x2 + 1 kan vi definere den “forenklede” funksjonen:
g(u) =
6
u2
= 6u−2 (16)
Bruk kjerneregelen:
f ′(x)
kj.regel
=
d g(u)
du
· d u
dx
(17)
=
d
du
(
6u−2
)
· d
dx
(
3x2 + 1
)
(18)
= 6(−2)u−3︸ ︷︷ ︸
= − 12
u3
·
(
3 · 2x1 + 0
)
︸ ︷︷ ︸
= 6x
(19)
= − 12
u3
· 6x (20)
= − 72x
(3x2 + 1)3
(21)
3
d) Med kjernen u
def.
= x2 + 4 kan vi definere den “forenklede” funksjonen:
g(u) = u
1
2 (22)
Bruk kjerneregelen:
f ′(x)
kj.regel
=
d g(u)
du
· d u
dx
(23)
=
d
du
(
u
1
2
)
· d
dx
(
x2 + 4
)
(24)
=
(
1
2
u
1
2
−1
)
︸ ︷︷ ︸
= 1
2
u−
1
2 = 1
2
1√
u
· 2x (25)
=
1
2
1√
u
· 2x (26)
=
x√
x2 + 4
(27)
4
e) Funksjonen kan omskrives:
f(x) = − 2√
x
+
2
3
x
√
x = −2x− 12 + 2
3
x
3
2 (28)
Deriverer:
f ′(x) =
d
dx
(
− 2x− 12 + 2
3
x
3
2
)
(29)
= − 2(−1
2
)x−
1
2
−1 +


2
3
·


3
2
x
3
2
−1 (30)
= x−
3
2 + x
1
2 (31)
=
1
x
√
x
+
√
x (32)

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Oppgave 2: ( logistikk , “SCM200 Lager- og produksjonsplanlegging” )
a) Mimimum av total kostnad TC(Q) inntreffer n˚ar stigningstallet = 0:
stigningstallet til TC(Q) = 0 (33)
d TC(Q)
dQ
= 0 (34)
d
dQ
(
Q
2
H +
D
Q
S
)
= 0 (35)
d
dQ
(
Q
2
H +DQ−1 S
)
= 0 (36)
H
2
+D (−1)Q−1−1S = 0 (37)
H
2
− D
Q2
S = 0 (38)
H
2
=
D
Q2
S
∣∣∣∣ ·Q (39)
Q
2
H =
D
Q
S , q.e.d. (40)
med andre ord: kostnaden minimeres n˚ar lagerkostnaden = ordrekostnaden.
For a˚ vise at lign.(40) inntreffer ved minimum, og ikke ved maksimum,
ma˚ gjøre en tilleggstest: Enten 1. derivasjonstesten eller 2. derivasjonstesten.
Her det er mest hensiktsmessig a˚ velge 2. derivasjonstesten. (Det gir minst arbeid).
Dersom man deriverer TC(Q) to ganger s˚a finner man at:
d2TC(Q)
dQ2
=
2DS
Q3
> 0 (41)
som alltid er positiv for Q > 0, D > 0 og S > 0.
Derfor representerer lign.(40) et minimum for TC(Q).
6
b) i) Ut fra lign.(40) kan vi løse ut Q alene:
Q
2
H =
D
Q
S
∣∣∣∣ ·Q (42)
Q2
2
H = DS
∣∣∣∣ · 2H (43)
Q2 =
2DS
H
(44)
Q∗ =
√
2DS
H
, q.e.d. (45)
hvor notasjonen Q∗ er introdusert for optimal Q.
ii) Tolkning av lign.(45):
Q∗ = det kvantum (av f.eks. r˚avarer) som ma˚ bestilles for a˚ minimere
lager- og bestillingskostnaden (46)
c) i) Den totale kostnaden i minimum, dvs. TCmin = TC(Q
∗), er:
TCmin = TC(Q
∗) (47)
=
Q∗
2
H +
D
Q∗
S (48)
=
√
2DS
H
2
H +
D√
2DS
H
S (49)
=
√
DSH
2
+
√
DSH
2
=
√
2DSH , q.e.d. (50)
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ii) Tolkning av lign.(45):
TCmin = den minste lager- og bestillingskostnaden man kan oppn˚a per a˚r
under de gitte betingelsene (51)
d) Se figur p˚a side 9.
e) Av figuren p˚a side 9 ser vi at grafene fra oppgave d skjærer hverandre ved:
Q∗ ≈ 41 tonn (52)
f) Av figuren p˚a side 9 ser vi at minimum for TC(Q) inntreffer ved:
Q∗ ≈ 41 tonn (53)
dvs. STX m˚a bestille 41 tonn st˚alplater per gang for a˚ minimere den totale
kostnaden TC(Q).
g) A˚ finne Q∗ ved regning gjøres ved a˚ bruke resultatet fra oppgave 2b, dvs. lign.(45):
Q∗
lign.(45)
=
√
2DS
H
=
√
2 · 250 tonn˚ar · 8 000
NOK
2 350 
NOK
tonn ˚ar
= 41.3 tonn (54)
8
Q 
IC(Q) 
0 20 40 80 
Q 
OC(Q) 
10 20 30 40  50  60  70  80 
Q 
0 23 500 47 000 94 000 
200 000 100 000 66 667 50 000 40 000 33 333 28 571   25 000 
IC(Q) 
TC(Q) 
OC(Q) 
Q ≈ 41 
TCmin ≈ 97 000 
Figur 1: Løsning p˚a oppgave 6d.
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h) Ja , løsningene i oppgave 2e, 2f og 2g skal gi samme svar.
I tillegg gir ogs˚a, heldigvis, utregningene i dette løsningsforslaget samme svar,
slik som det skal.
i) STX trenger 250 tonn
a˚r
. Ved hver bestilling bestiller bedriften Q∗ = 41.3 tonn. Dermed:
antall bestillinger per a˚r =
D
Q∗
=
250 
tonn
a˚r
41.3 tonn
= 6.06
1
a˚r
(55)
j) Det er 365 dager i a˚ret. Det gjøres 6.06 bestillinger i a˚ret. Dermed:
antall dager mellom hver bestiling =
365 dager˚ar
6.06 1˚ar
= 60.2 dager (56)
k) i) STX sin minste a˚rlige utgift av TC(Q), dvs. minimum TCmin, er gitt ved lign.(47):
TCmin
lign.(47)
=
√
2DSH =
√
2 · 250
tonn
a˚r
· 8 000 NOK · 2 350 NOK
tonn a˚r
(57)
= 96 954
NOK
a˚r
(58)
ii) Ja, det stemmer med figuren p˚a 9:
ut fra figuren ser man at TCmin ≈ 97 000 NOK.

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Oppgave 3: ( ekstremalpunkter )
a) Deriverer f(x):
f ′(x) =
d f(x)
dx
(59)
=
d
dx
(
2x3 − 9x2 + 12x+ 3
)
(60)
= 2 · 3x2 − 9 · 2x1 + 12 + 0 (61)
= 6x2 − 18x+ 12 (62)
Lign.(62) er en 2. gradsligning. Denne skal faktoriseres. Da ma˚ vi finne nullpunktene.
For a˚ finne nullpunktene til en 2. gradsligning s˚a bruker man ABC-formelen: 1
x1 =
−b−√b2 − 4 · a · c
2 · a , x2 =
−b+√b2 − 4 · a · c
2 · a (63)
x1 =
−(−18)−√(−18)2 − 4 · 6 · 12
2 · 6 , x2 =
−(−18) +√(−18)2 − 4 · 6 · 18
2 · 1 (64)
x1 =
18−√324− 288
12
, x2 =
18 +
√
324− 288
12
(65)
x1 =
18−√36
12
, x2 =
18 +
√
36
12
(66)
x1 =
18− 6
12
, x2 =
18 + 6
12
(67)
x1 = 1 , x2 = 2 (68)
1Husk at det er en sammenheng mellom nullpunktene til et polynom og faktorisering. Se formelsamlingen.
Et polynom kan faktoriseres ved a˚ finne nullpunktene til polynomet. For v˚art 2. gradspolynom, dvs. for v˚ar 2.
gradsligning, s˚a finner vi nullpunktene via “ABC”-formlen.
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Ikke glem faktoren a = 6:
f ′(x) = 6x2 − 18x+ 12 =
faktotrisert form︷ ︸︸ ︷
6(x− 1)(x− 2) (69)
b) Fortegnsskjema for f ′(x) = 6(x− 1)(x− 2): ( 0 ≤ x ≤ 3 )
2 1 
x 
x - 1 
x - 2 
f’(x)  =  6(x-1)(x-2) 
f’(x) > 0  
positiv 
f’(x) > 0  
positiv 
f’(x) < 0  
negativ 
0 3 
6 
Figur 2: Fortegnsskjema for f ′(x) = 6(x− 1)(x− 2).
c) Ekstremalpunkter og ekstremalverdier finnes ved a˚ se p˚a de punktene hvor f ′(x) = 0.
I tillegg m˚a vi sjekke randpunktene:
i) x = 0 ⇒ f(0) = 2 · 03 − 9 · 02 + 12 · 0 + 3 = 3 globalt minimum (70)
ii) x = 1 ⇒ f(1) = 2 · 13 − 9 · 12 + 12 · 1 + 3 = 8 lokalt maksimum (71)
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iii) x = 2 ⇒ f(2) = 2 · 23 − 9 · 22 + 12 · 2 + 3 = 7 lokalt minimum (72)
iv) x = 3 ⇒ f(3) = 2 · 33 − 9 · 32 + 12 · 3 + 3 = 12 globalt maksimum (73)
d) Ekstremum markert p˚a grafen:
x 
f(x) 
Globalt minimum 
Lokalt maksimum 
Globalt maksimum 
Lokalt minimum 
Figur 3: Ekstremum for funksjonen f(x) = 2x3 − 9x2 + 12x+ 3.
e) Dersom randpunktene ikke er med i definisjonsmengden til funksjonen f(x)
s˚a har den ingen globale ekstremalpunkt.
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Oppgave 4: ( økonomi , SØK100 Makroøkonomi )
a) Bruker generalbudsjettligningen og setter inn for C, X og T som oppgitt i oppgaven:
Y + IM = C + I +G+X (74)
=
︷ ︸︸ ︷
C0 + c(Y − T ) + I +G +
︷ ︸︸ ︷
X0 − aY (75)
= C0 + c[Y −
︷ ︸︸ ︷
(T0 + tY )] + I +G + X0 − aY (76)
= C0 + cY︸︷︷︸−cT0 − ctY︸︷︷︸ + I +G + X0 − aY︸︷︷︸ (77)
= Y [ c− ct− a ] + C0 − cT0 + I +G + X0 (78)
Samler alle Y ’ene p˚a venstre side og alt annet p˚a høyre:
Y − Y [ c(1− t)− a ] = C0 − cT0 + I +G + X0 − IM (79)
Y [ 1− c(1− t) + a ] = C0 − cT0 + I +G + X0 − IM (80)
Y =
C0 − cT0 + I +G + X0 − IM
1− c(1− t) + a (81)
Y = m ·
(
C0 − cT0 + I +G+X0 − IM
)
, q.e.d. (82)
hvor
m
def.
=
1
1− c(1− t) + a (83)

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Oppgave 5: ( økonomi , Haavelmos teorem , SØK100 Makroøkonomi )
Effekten p˚a BNP, ∆Y , pga. en endring i f.eks. offentlige utgifter ∆G og skatten ∆T0:
∆Y = m ·
(
∆G− c∆T0
)
(84)
a) Finn endringen i nasjonalproduktet ∆Y for Hellas:
∆Y = m ·
(
∆G− c∆T0
)
(85)
= 1.52 ·
(
100− 0.8 · 0
)
= 152.0 (86)
b) Finn endringen i nasjonalproduktet ∆Y for Hellas:
∆Y = m ·
(
∆G− c∆T0
)
(87)
= 1.52 ·
(
0− 0.8 · (−100)
)
= 121.6 (88)
c) Siden
= 152.0︷ ︸︸ ︷
∆Y pga. økning i G >
= 121.6︷ ︸︸ ︷
∆Y pga. reduksjon i T0 (89)
s˚a har økning av offentlige utgifter ∆G størst effekt p˚a BNP.
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d) Finn endringen i nasjonalproduktet ∆Y for Hellas: 2
∆Y = m ·
(
∆G− c∆T0
)
(92)
= 1.52 ·
(
100− 0.8 · 100
)
= 30.4 (93)
e) Ja, siden man ved “balansert budsjettendring” ( ∆G = |∆T0| ) oppn˚ar en
netto positiv endring, dvs. siden:
∆Y = m ·
(
∆G− c∆T0
)
(94)
= 1.52 ·
(
100− 0.8 · 100
)
= 30.4 > 0 (95)
er positiv s˚a stemmer dette med Haavelmos teorem om at man f˚ar en
“ekspansiv effekt p˚a BNP”.

2Legg ogs˚a merke til at ∆Y kan finnes vi a˚ se p˚a forskjellen mellom svaret fra oppgave a og b:
∆Y = ∆Y |a − ∆Y |b (90)
= 152 − 121.6 = 30.4 (91)
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Oppgave 6: ( logistikk , “SCM200 Lager- og produksjonsplanlegging” )
a) Vi ønsker a˚ benytte rute XM2 istedet for rute XL2.
Siden vi ikke skal benytte rute XL2, s˚a ma˚ XL2 = 0, :
XL2 = 100−  = 0 (96)
dvs.  = 100. Via tabell 3 i oppgaven blir da hjørnepunkt 3:
XL1 = 0 , XL2 = 0 , XL3 = 200 (97)
XM1 = 100 , XM2 = 100 , XM3 = 100 (98)
XN1 = 0 , XN2 = 200 , XN3 = 0 (99)
Tilhørende transportkostnad er da:
C = 9XL1 + 5XM1 + 4XN1 + 7XL2 + 8XM2 + 4XN2 + 5XL3 + 5XM3 + 3XN3
= 9 · 0 + 5 · 100 + 4 · 0 + 7 · 0 + 8 · 100 + 4 · 200 + 5 · 200 + 5 · 100 + 3 · 0
= 500 + 800 + 800 + 1000 + 500
= 3600 (100)
Dette nabohjørnet, alts˚a hjørnepunkt 3 med C = 3.6 mill. NOK, ligger
høyere enn det opprinnelige
som var C = 3.5 mill NOK.
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b) Vi ønsker a˚ benytte rute XN1 istedet for rute XM1.
Siden vi ikke skal benytte rute XM1, se tabell 4 i oppgaven, s˚a ma˚:
XM1 = 100−  = 0 (101)
dvs.  = 100. Via tabell 4 i oppgaven med  = 100 s˚a blir da hjørnepunkt 4:
XL1 = 0 , XL2 = 200 , XL3 = 0 (102)
XM1 = 0 , XM2 = 0 , XM3 = 300 (103)
XN1 = 100 , XN2 = 100 , XN3 = 0 (104)
Tilhørende transportkostnad er da:
C = 9XL1 + 5XM1 + 4XN1 + 7XL2 + 8XM2 + 4XN2 + 5XL3 + 5XM3 + 3XN3
= 9 · 0 + 5 · 0 + 4 · 100 + 7 · 200 + 8 · 0 + 4 · 100 + 5 · 0 + 5 · 300 + 3 · 0
= 400 + 1400 + 400 + 1500
= 3700 (105)
Dette nabohjørnet, alts˚a hjørnepunkt 4 med C = 3.7 mill. NOK, ligger
høyere enn det opprinnelige
som var C = 3.5 mill NOK.
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c) Vi ønsker a˚ benytte rute XN3 istedet for rute XL3.
Siden vi ikke skal benytte rute XL3, se tabell 5 i oppgaven, s˚a ma˚:
XL3 = 100−  = 0 (106)
dvs.  = 100. Via tabell 5 i oppgaven med  = 100 s˚a blir da hjørnepunkt 5:
XL1 = 0 , XL2 = 200 , XL3 = 0 (107)
XM1 = 100 , XM2 = 0 , XM3 = 200 (108)
XN1 = 0 , XN2 = 100 , XN3 = 100 (109)
Tilhørende transportkostnad er da:
C = 9XL1 + 5XM1 + 4XN1 + 7XL2 + 8XM2 + 4XN2 + 5XL3 + 5XM3 + 3XN3
= 9 · 0 + 5 · 100 + 4 · 0 + 7 · 200 + 8 · 0 + 4 · 100 + 5 · 0 + 5 · 200 + 3 · 100
= 500 + 1400 + 400 + 1000 + 300
= 3600 (110)
Dette nabohjørnet, alts˚a hjørnepunkt 5 med C = 3.6 mill. NOK, ligger
høyere enn det opprinnelige
som var C = 3.5 mill NOK.
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d) Vi har funnet alle nabohjørnene til det opprinnelige hjørnet. Kort oppsummert:
Hjørnepunkt 2, som et er nabohjørne til 1, gir transportkostnaden: C = 3.9 mill. NOK
Hjørnepunkt 3 C = 3.6 mill. NOK
Hjørnepunkt 4 C = 3.7 mill. NOK
Hjørnepunkt 5 C = 3.6 mill. NOK
Hjørnepunkt 1: C = 3.5 mill. NOK.
Konklusjon:
Ut fra optimalitetsbetingelsen konkluderer vi derfor med at
hjørnepunkt 1 er det hjørnepunktet som gir mininal kostand.
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e) Fra lign. VM − U1 = 5 i oppgaven:
VM − U1︸︷︷︸
= 0
= 5 (111)
hvor vi bruker at U1 = 0, som var oppgitt i oppgaven. Fra lign. (111) ser vi da:
VM = 5 (112)
f) Fra lign. VM − U3 = 5 i oppgaven:
VM︸︷︷︸
= 5
− U3 = 5 (113)
hvor vi bruker at VM = 5 fra lign. (112). Fra lign. (113) ser vi da:
U3 = 0 (114)
g) Fra lign. VL − U3 = 5 i oppgaven:
VL − U3︸︷︷︸
= 0
= 5 (115)
hvor vi bruker at UM = 3 fra lign. (114). Fra lign. (115) ser vi da:
VL = 5 (116)
21
h) Fra lign. VL − U2 = 7 i oppgaven:
VL︸︷︷︸
= 5
− U2 = 7 (117)
hvor vi bruker at VL = 5 fra lign (116). Fra lign. (117) ser vi da:
U2 = −2 (118)
i) Fra lign. VN − U2 = 4 i oppgaven:
VN − U2︸︷︷︸
= −2
= 4 (119)
hvor vi bruker at U2 = −2 fra lign (118). Fra lign. (119) ser vi da at:
VN = 2 (120)
j) Vi har i deloppgavene 6e - 6i funnet følgende løsning, dvs. hjørnepunkt:
U1 = 0 , U2 = −2 , U3 = 0 , VL = 5 , VM = 5 , VN = 2 (121)
Vi ma˚ n˚a sjekke at denne løsningen oppfyller de resterende føringene:
VL − U1 = 5− 0 = 5 ≤ 9 OK
VN − U1 = 2− 0 = 2 ≤ 4 OK
VM − U2 = 5− (−2) = 7 ≤ 8 OK
VN − U3 = 2− 0 = 2 ≤ 3 OK
Konklusjon: alle restriksjonene oppfylt for denne løsningen.
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k) Vi setter hjørnepunktet fra det dualet problemet, løsningen i lign. (121),
inn i profittfunksjonen Π fra oppgaven:
Π = 200VL + 300VM + 200VN − 100U1 − 300U2 − 300U3 (122)
= 200 · 5 + 300 · 5 + 200 · 2 − 100 · 0− 300 · (−2)− 200 · 0 (123)
= 1000 + 1500 + 400− (−600) (124)
= 3500 (125)
Konklusjon:
Den maksimale profitten i det duale problemet, Π = 3.5 mill. NOK,
er lik den minimale transportkostnaden i det primale problemet, C = 3.5 mill. NOK:
C = Π (126)
Dualitetsteoremet stemmer!

23

Løsning  5 
(2016) 

LØSNING: Oppgavesett nr. 5
“MAT100 Matematikk”, 2016
Oppgave 1: ( derivasjon )
a) Den deriverte av f(q) mhp. q:
f(q) = aqn ⇒ f ′(q) = a n qn−1 (1)
b) Den deriverte av f(q) mhp. q:
f(q) = 7q3 ⇒ f ′(q) = 7 · 3 q3−1 = 21 q2 (2)
c) Den deriverte av f(q) mhp. q:
f(q) =
7
q3
= 7q−3 ⇒ f ′(q) = 7 · (− 3) q−3−1 = − 21
q4
(3)
d) Den deriverte av f(q) mhp. q:
f(q) =
7
q
1
3
= 7 · q− 13 ⇒ f ′(q) = 7 ·
(
− 1
3
)
q−
1
3
−1 = − 7
3
1
q
4
3
(4)

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Oppgave 2: ( potenser )
Setter sammen de rette uttrykkene som hører sammen:
xm · xn = xm+n (5)
x−n =
1
xn
, x 6= 0 (6)
xm
xn
= xm−n (7)
(xm)n = xmn (8)
(x · y)n = xnyn (9)(
x
y
)n
=
xn
yn
, y 6= 0 (10)
x0 = 1 (11)
n
√
x = x
1
n (12)
( n
√
x)n = x (13)
x
m
n = ( n
√
x)m (14)
x−
m
n =
1
( n
√
x)m
(15)
2
√
x = x
1
2 (16)
√
x2 = x (17)
(
√
x)2 = x (18)
√
x y =
√
x
√
y (19)
√
x
y
=
√
x√
y
, y 6= 0 (20)
3
Oppgave 3: ( derivasjon , kjerneregelen )
a) Kjerneregelen for f(x):
d f(x)
dx
=
d g(u)
du
· du
dx
(21)
hvor g(u) er den “forenklede” funksjonen av f(x), og u er kjernen.
b) Den “forenklede” funksjonen til f(x) = 6
(3x2+1)3
er:
g(u) =
6
u3
= 6u−3 (22)
hvor u = 3x2 + 1 er kjernen. Kjernereglen gir da:
d f(x)
dx
kj.regel
=
d g(u)
du
· du
dx
(23)
=
d
du
(
6u−3
)
· d
dx
(
3x2 + 1
)
(24)
= 6 · (−3)u−3−1 · 3 · 2x2−1 (25)
= − 108
u4
· x (26)
= − 108x
(3x2 + 1)4
(27)
4
Denne oppgaven, 6b, løses enklest slik som vist p˚a forrige side.
Men det er ogs˚a mulig a˚ løse den via formelen for derivasjon av en brøk:
(u = 6 , v = (3x2 + 1)3)
d f(x)
dx
=
(
6
(3x2 + 1)
)′
(28)
=
( u
v
)′
(29)
=
u′v − uv′
v2
(30)
=
0 · (3x2 + 1)− 6 · 3(3x2 + 1)2 · 6x(
(3x2 + 1)3
)2 (31)
=
0 · (3x2 + 1)− 108x3(3x2 + 1)2
(3x2 + 1)6
(32)
= − 108x
(3x2 + 1)4
(33)
alts˚a samme svar som før, se lign.(27).
I lign.(31) brukes kjerneregelen for n˚ar 3x2 + 1 skal deriveres. Detaljene er utelatt her.
Det er fullt mulig a˚ bruke regelen for derivasjon av en brøk.
Men metoden p˚a forrige side er enklest.
5
c) Den “forenklede” funksjonen til f(x) =
√
5x2 + 4 er:
g(u) =
√
u = u
1
2 (34)
hvor u = 5x2 + 4 er kjernen. Kjernereglen gir da:
d f(x)
dx
kj.regel
=
d g(u)
du
· du
dx
(35)
=
d
du
(
u
1
2
)
︸ ︷︷ ︸
= 1
2
u
1
2−1
· d
dx
(
5x2 + 4
)
︸ ︷︷ ︸
= 5·2x2−1
(36)
=
1
2
u
1
2
−1 · 5 · 2x2−1 (37)
=
1
2
1√
u
· 5 · 2x (38)
=
5x√
u
(39)
=
5x√
5x2 + 4
(40)
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d) Den “forenklede” funksjonen til f(x) = 3
√
5x2 + 4 er:
g(u) = 3
√
u = u
1
3 (41)
hvor u = 5x2 + 4 er kjernen. Kjernereglen gir da:
d f(x)
dx
kj.regel
=
d g(u)
du
· du
dx
(42)
=
d
du
(
u
1
3
)
︸ ︷︷ ︸
= 1
3
u
1
3−1
· d
dx
(
5x2 + 4
)
︸ ︷︷ ︸
= 5·2x2−1
(43)
=
1
3
u
1
3
−1 · 5 · 2x2−1 (44)
=
1
3
1
u
2
3
· 5 · 2x (45)
=
10
3
x
(5x2 + 4)
2
3
(46)

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Oppgave 4: ( inntektselastisitet )
a) Inntektselasitsiteten Ei(x):
Ei(x) =
d x(i)
di
· i
x(i)
(47)
=
d
di
(
c · i1.4
)
· i
c · i1.4 (48)
=
(
c · 1.4 ·i1.4−1
)
· i
c ·i1.4
(49)
= 1.4 (50)

b) Tolking:
Dersom inntekten i til potensielle passasjerer ved Kvernberget øker med 1 % s˚a vil
etterspørselen etter flybilletter øke med (tilnærmet) 1.4 %
c) Siden
Ei(x) =
%-vis endring i etterspørsel
%-vis endring i inntekt
(51)
s˚a ser vi at:
8
%-vis endring i etterspørsel = Ei(x)︸ ︷︷ ︸
= 1.4
· %-vis endring i inntekt︸ ︷︷ ︸
= 2.5 %
(52)
= 1.4 · 2.5 % (53)
= 3.5 % (54)
d) I oppgave 4a ser vi at konstanten “c” kansellerer. Inntektselastistiteten er alts˚a
uavhengig av c. Dermed innser vi at “c” ikke spiller noen rolle i forhold til
inntektselastistiteten.

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Oppgave 5: ( renteformelen )
a) Tar utgangspunkt i renteformelen og løser med hensyn p˚a r alene:
Kn = K0 (1 + r)
n
∣∣∣∣ · 1K0 (55)
Kn
K0
= (1 + r)n opphøy i
1
n
p˚a begge siden av ligningen (56)
(
Kn
K0
) 1
n
= (1 + r)n·
1
n (57)
(
Kn
K0
) 1
n
= (1 + r)1 (58)
(
Kn
K0
) 1
n
= 1 + r (59)
(
Kn
K0
) 1
n
− 1 = r (60)
r =
(
Kn
K0
) 1
n
− 1 , q.e.d. (61)
b) Med tallene som oppgitt og bruk av lign.(70):
r
lign.(61)
=
(
Kn
K0
) 1
n
− 1 (62)
=
(
1 200 000 NOK
750 000 NOK
) 1
10
− 1 ≈ 0.048 (63)
Dersom renten er 4.8 % s˚a vokser kapitalen fra K0 = 750 000 NOK til
K10 = 1 200 000 NOK i løpet av 10 a˚r.
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c) Tar utgangspunkt i renteformelen og løser med hensyn p˚a n alene:
Kn = K0 (1 + r)
n
∣∣∣∣ · 1K0 (64)
Kn
K0
= (1 + r)n (65)
Kn
K0
= (1 + r)n ta ln (eller log) p˚a hver side av ligningen (66)
ln
(
Kn
K0
)
= ln(1 + r)n bruker regneregel: ln xn = n lnx (67)
ln
(
Kn
K0
)
= n · ln(1 + r)
∣∣∣∣ · 1ln(1 + r) (68)
ln(Kn
K0
)
ln(1 + r)
= n (69)
n =
ln
(
Kn
K0
)
ln(1 + r)
, q.e.d. (70)
d) Med tallene som oppgitt og bruk av lign.(70):
n =
ln
(
Kn
K0
)
ln(1 + r)
(71)
=
ln
(
7 500 000 NOK
500 000 NOK
)
ln(1 + 0.032)
≈ 12.9 (72)
Dersom renten er 3.2 % s˚a vokser kapitalen fra K0 = 5 000 000 NOK til
Kn = 7 500 000 NOK i løpet av n ≈ 12.9 a˚r.
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e) N˚averdien K0 finnes fra renteformelen:
K0 =
Kn
(1 + r)n
(73)
=
95 000 NOK
(1 + 4.7
100
)7
≈ 68 880 NOK (74)
Man ma˚ sette K0 = 68 880 NOK i dag for a˚ f˚a K7 = 95 000 NOK om n = 7 a˚r.
1

1Hvis man kan regne 4.7 % rente per a˚r, s˚a vil alts˚a 68 880 NOK utbetalt i dag være like mye verdt som 95 000
NOK utbetalt om 7 a˚r. Derfor:
68 880 NOK i dag ⇔ 95 000 NOK om 7 a˚r (75)
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Oppgave 6: ( eksponensial- og logaritmefunksjoner )
a) Nei, det finnes det noen enkle regneregler for ln(x + y) og ln(x− y).
b) Nei, man kan man ta logaritmen til et negativt tall,
alts˚a man kan IKKE ta ln(−2.3). 2
c) Setter sammen de rette uttrykkene som hører sammen i ligninger:
ex · ey = ex+y (76)
e−x =
1
ex
(77)
ex
ey
= ex−y (78)
(ex)y = exy (79)
(e · e)x = e2x (80)(
e
e
)x
= 1 (81)
e0 = 1 (82)
e1 = e (83)
2Komplekse tall er ikke et tema i dette kurset.
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d) Setter sammen de rette uttrykkene som hører sammen i ligninger:
ln(a · b) = ln a + ln b a, b > 0 (84)
ln
(
a
b
)
= ln a − ln b a, b > 0 (85)
ln(ap) = p · ln a a > 0 (86)
ln 1 = 0 (87)
ln e = 1 (88)
ln ex = x (89)
elnx = x , x > 0 (90)
e) Setter sammen de rette uttrykkene som hører sammen i ligninger:
log(a · b) = log a + log b a, b > 0 (91)
log
(
a
b
)
= log a − log b a, b > 0 (92)
log(ap) = p · ln a a > 0 (93)
log 1 = 0 (94)
log 10 = 1 (95)
log 10x = x (96)
10log x = x , x > 0 (97)

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Oppgave 7: ( aritmetiske og geometriske rekker )
a) Definisjoner:
En rekke er GEOMETRISK dersom et ledd er lik det p˚afølgende multiplisert med en konstant
En rekke er ARITMETISK dersom et differansen mellom et ledd og det p˚afølgende er konstant
b) Aritmetisk rekke:
ai+1 = ai + d (98)
hvor d kalles differansen.
Geometrisk rekke:
ai+1 = k · ai (99)
hvor k kalles kvotienten.
c) i) Aritmetisk rekke: Snr.25 = 1 + 2 + 3 + 4 + 5
Geometrisk rekke: Snr.15 = 1 + 3 + 9 + 27 + 81
ii) Differansen for aritmetisk rekke: d = 1
Kvotienten for geometrisk rekke: k = 3
15
d) Summen Snr.15 :
Snr.15 = 1 + 3 + 9 + 27 + 81 (100)
er en geometrisk rekke med: a1 = 1, k = 3 og n = 5. Dermed bruker vi formelen for
summen av en endelig geometrisk rekke:
Snr.15
geo.
= a1 · k
n − 1
k − 1 (101)
= 1 · 3
5 − 1
3− 1 = 121 (102)
Dersom vi regner ut summen i lign.(100) “for h˚and”, dvs. setter rett inn i kalkulatoren
og summerer, s˚a finner vi: Snr.15 = 121, som stemmer med lign.(102).
e) Summen Snr.25 :
Snr.25 = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 (103)
er en aritmetisk rekke med: a1 = 1, d = 1 og n = 5. Dermed bruker vi formelen for
summen av en endelig aritmetisk rekke:
Snr.25
arit.
= n ·
(
a1 +
(n− 1) · d
2
)
(104)
= 5 ·
(
1 +
(5− 1) · 1
2
)
= 15 (105)
Dersom vi regner ut summen i lign.(103) “for h˚and”, dvs. setter rett inn i kalkulatoren
og summerer, s˚a finner vi: Snr.25 = 15, som stemmer med lign.(105).
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f) Setter sammen navnene, matematiske uttrykkene og betingelsene/kommentarene
som hører sammen:
Aritmetisk rekke 
Geometrisk rekke 
Navn Matematisk  uttrykk Betingelse/kommentar 
Sum av aritmetisk rekke  med n ledd,  
uansett verdi på differansen. 
Sum av uendelig geometrisk rekke 
for  -1 < k < 1 
Divergerer i grensen  n -> ∞ 
bortsett fra når  a1=0  og  d=0 
Sum av geometrisk rekke  med n ledd, 
for  k = 1. 
Sum av geometrisk rekke  med n ledd, 
for  k = 1. 
Sum av uendelig geometrisk rekke 
for  k ≤ -1  eller  k ≥ 1 
Figur 1: Navn, matematisk uttrykk og betingelser/kommentarer som hører sammen.
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Oppgave 8: ( derivasjon av lnx , kjerneregelen )
a) Den deriverte av f(x) = ln x:
d f(x)
dx
=
1
x
(106)
b) Den “forenklede” funksjonen til f(x) = ln(2x5 + 5x + 1) er:
g(u) = lnu (107)
hvor u = 2x5 + 5x + 1 er kjernen. Kjernereglen gir da:
d f(x)
dx
kj.regel
=
d g(u)
du
· du
dx
(108)
=
d
du
(
lnu
)
︸ ︷︷ ︸
= 1
u
· d
dx
(
2x5 + 5x + 1
)
︸ ︷︷ ︸
= 2·5x4+5
(109)
=
1
u
· ( 2 · 5x4 + 5 ) (110)
=
2 · 5x4 + 5
u
(111)
=
5(2x4 + 1)
2x5 + 5x + 1
(112)
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c) Funksjonen f(x) = x · ln(2x5 + 5x + 1) er p˚a produktform:
f(x) = x · ln(2x5 + 5x + 1) = u · v (113)
hvor u = x og v = ln(2x5 + 5x + 1). Derfor ma˚ vi bruke regelen for
derivasjon av et produkt:
f ′(x) = u′v + uv′ (114)
=
d
dx
(
x
)
︸ ︷︷ ︸
= 1
· ln(2x5 + 5x + 1) + x · d
dx
(
ln(2x5 + 5x + 1)
)
︸ ︷︷ ︸
=
5(2x4+1)
2x5+5x+1
(se oppgave 8b)
(115)
= ln(2x5 + 5x + 1) +
5x(2x4 + 1)
2x5 + 5x + 1
(116)

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Oppgave 9: ( seriel˚an , aritmetisk rekke )
a) Avdragene for et seriel˚an er konstante:
avdrag per a˚r =
K0
n
=
30 000
3
NOK = 10 000 NOK (117)
b) Rente man ma˚ betale det første a˚ret:
a1 = K0 · r = 30 000 · 0.05 NOK = 1 500 NOK (118)
c) Rente man ma˚ betale det andre a˚ret:
a2 =
(
K0 − 1 · K0
n
)
· r = K0r ·
(
1− 1
n
)
(119)
= 30 000 · 0.05 ·
(
1− 1
3
)
NOK = 1000 NOK (120)
d) Rente man ma˚ betale det tredje a˚ret:
a3 =
(
K0 − 2 · K0
n
)
· r = K0r ·
(
1− 2
n
)
(121)
= 30 000 · 0.05 ·
(
1− 2
3
)
NOK = 500 NOK (122)
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e) Regner ut differansene:
a3 − a2 =
(
500− 1000
)
NOK = −500 NOK (123)
a2 − a1 =
(
1000− 1500
)
NOK = −500 NOK (124)
alts˚a differansen mellom ett ledd og det p˚afølgende er konstant.
f) Siden differansen mellom ett ledd og det p˚afølgende er konstant
s˚a er rekken aritmetisk.
g) i) Fra oppgave 9b og 9d vet vi at:
a1
lign.(118)
= K0 · r (125)
a3
lign.(121)
= K0r ·
(
1− 2
n
)
(126)
Summen av denne aritmetiske rekken er da:
Rserie3 =
n · [ a1 + a3 ]
2
(127)
=
3 ·
[
K0 · r + K0r · (1− 23)
]
2
(128)
faktorisering
=
3 ·K0r ·
[
1 + 1− 2
3
]
2
(129)
= K0r · 2 , q.e.d. (130)
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ii) Fra oppgave 9b, 9c og 9d vet vi at:
a1
lign.(118)
= K0 · r (131)
a2
lign.(119)
= K0r ·
(
1− 1
n
)
(132)
a3
lign.(121)
= K0r ·
(
1− 2
n
)
(133)
hvor n = 3. Summen av lign.(131)-(132):
Rserie3 = a1 + a2 + a3 (134)
= K0 · r + K0r ·
(
1− 1
n
)
+ K0r ·
(
1− 2
n
)
(135)
faktorisering
= K0 · r
[
1 + 1− 1
n
+ 1− 2
n
]
︸ ︷︷ ︸
= 2 (n=3)
(136)
= K0 · r · 2 , q.e.d. (137)
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h) Ved a˚ sette inn n = 3 i den generelle formelen for Rserien , f˚ar vi:
Rserie3
n=3
= K0 · r · 3 + 1
2︸ ︷︷ ︸
= 2
= K0 · r · 2 (138)
alts˚a oppgave 9g stemmer med den generelle formelen for Rserien .
i) Den numeriske verdien for summen av den totale renten Rserie3 er:
Rserie3 = K0 · r · 2 = 30 000 · 0.05 · 2 NOK = 3 000 NOK (139)

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Oppgave 10: ( teori )
a) Fyller ut tabell:
Diskriminant 
b2 – 4ac > 0 2  løsninger 
b2 – 4ac = 0 1  løsning 
b2 – 4ac < 0 ingen  løsning 
Antall løsninger 
b) Tegner inn enkle prinsippskisser av f(x) = ax2 + bx + c.
Nullpunktene f(x) = 0 er markert med sirkler.
x 
f(x)    Ingen 
løsninger 
     for 
   f(x)=0 
    en 
løsning 
    for  
  f(x)=0 
      to 
løsninger 
     for 
   f(x)=0 
24
c) Hovedpoenget med denne oppgaven er at n˚ar man har nullpunktene for h(x)
s˚a har vi ogs˚a faktorisert h(x).
x1 =
−b−√b2 − 4 · a · c
2 · a , x2 =
−b +√b2 − 4 · a · c
2 · a (140)
x1 =
−1−√12 − 4 · (−3) · 2
2 · (−3) , x2 =
−1 +√12 − 4 · (−3) · 2
2 · (−3) (141)
x1 =
−1−√25
−6 , x2 =
−1 +√25
−6 (142)
x1 =
−1−√25
−6 , x2 =
−1 +√25
−6 (143)
x1 =
−1− 5
−6 , x2 =
−1 + 5
−6 (144)
x1 = 1 , x2 = −2
3
(145)
N˚ar vi kjenner nullpunktene til h(x) s˚a kan vi ogs˚a faktorisere h(x):
( ikke glem faktoren a = −3 )
h(x) = −3x2 + x + 2 =
faktotrisert form︷ ︸︸ ︷
−3(x− 1)(x + 2
3
)
(146)

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Løsning  6 
(2016) 

LØSNING: Oppgavesett nr. 6
“MAT100 Matematikk”, 2016
Oppgave 1: ( oversikt finansmatematikk )
Se de fire neste sidene.
1
Aritmetisk rekke Geometrisk rekke 
Terminbeløp, rente og avdrag:   
( per termin, ligning med ord ) 
Terminbeløp, rente og avdrag:  
 ( per termin, ligning med ord ) 
n’te ledd i en aritmetisk rekke: n’te ledd i en geometrisk 
 rekke: 
Serielån Annuitetslån 
Terminbeløp ”K”:      (alt. 1) 
(konstant  terminbeløp) 
Totalt terminbeløp, 
totalt avdrag  ”K0” (nåverdi=lånestørrelse) og  
total rente: 
Summen av rente Rn
serie i et serielån: Summen av rente i Rn
ann i et annuitetslån: 
Terminavdrag:    (konstant  terminavdrag) 
Totalt terminbeløp, 
totalt avdrag  ”K0” (nåverdi=lånestørrelse) og  
total rente: 
( Side 1 av 4 ) 
Terminbeløp ”K”:      (alt. 2) 
(konstant  terminbeløp) 
renteformelen: 
Nåverdi ”K0”: 
( Oppgave 1 ) 
Aritmetisk rekke Geometrisk rekke 
Oppsparingsannuitet 1 termin etter termin n: 
Oppsparingsannuitet 
Oppsparingsannuitet  umiddelbart  etter termin n: 
( Side 2 av 4 ) 
Aritmetisk rekke Geometrisk rekke 
Etterskuddsannuitet 
Nåverdi  ”K0”  ved etterskuddsannuitet: 
(  alternativ 1 ) 
( alternativ 2 ) 
Nåverdi  ”K0”  ved etterskuddsannuitet 
og utbetaling til evig tid: 
( Side 3 av 4 ) 
Aritmetisk rekke Geometrisk rekke 
Kontinuerlig rente 
Sluttkapital  ”Kt”  ved kontinuerlig rente: 
( Side 4 av 4 ) 
Nåverdi  ”K0”:   ( startkapital ) 
Oppgave 2: ( annuitet , geometrisk rekke )
a) Denne oppgaven dreier seg om a˚ sette av et fast beløp hver termin, dvs. den dreier
seg om oppsparingsannuitet. Det faste beløpet er K = 15 000 NOK. Dette beløpet
skal innbetales ved utgangen av hvert a˚r i n = 20 a˚r. Siden vi skal finne oppspart
beløp like etter at siste beløp er avsatt, ma˚ vi bruker følgende formel: 1
Sann, un = K ·
(1 + r)n − 1
r
(1)
= 15 000 ·
(
1 + 0.035
)20 − 1
0.035
NOK ≈ 424 195 NOK (2)
b) Beløpet 424 195 NOK som har blitt oppspart over 20 a˚r skal utbetales. Startkapitalen K0
er derfor:
K0 = 424 195 NOK (3)
og skal utbetales a˚rlig. Det er den a˚rlige utbetalingen “K” vi skal finne. Derfor dreier
dette seg om etterskuddsannuitet. Formelen for etterskuddsannuitet er gitt ved: 2
K =
K0 · r
1− 1
(1+r)n
(4)
=
424 195 · 0.035
1− 1
(1+0.035)10
NOK ≈ 51 006 NOK (5)

1Se formelsamling.
2Se formelsamling.
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Oppgave 3: ( sammenheng mellom formler i finansmatematikk )
a) Setter formelen:
K = K0 · r
1− 1
(1+r)n︸ ︷︷ ︸
inv. annuitetsfaktor
(6)
inn i den andre formelen:
n ·K = K0 + Rannn (7)
n ·K0 · r
1− 1
(1+r)n
= K0 + R
ann
n (8)
n ·K0 · r
1− 1
(1+r)n
− K0 = Rannn (9)
K0 ·
[
n · r
1− 1
(1+r)n
− 1
]
= Rannn (10)
Rannn = K0 ·
[
n · r
1− 1
(1+r)n
− 1
]
, q.e.d. (11)
b) Multipliser med 1
(1+r)n
b˚ade i teller og nevner: 3
K = K0 · r · (1 + r)
n
(1 + r)n − 1 (12)
= K0 · r · (1 + r)
n
(1 + r)n − 1 ·
1
(1+r)n
1
(1+r)n
= K0 ·
r ·(1+r)n(1+r)n
(1+r)n
(1+r)n −
1
(1+r)n
= K0 · r
1− 1
(1+r)n
(13)
3Det er det samme som a˚ multiplisere med 1 =
1
(1+r)n
1
(1+r)n
7
c) For store n, i grensen n˚ar n→∞,
K0 = lim
n→∞
K ·
1− 1
(1+r)n
r
(14)
= K · 1− 0
r
=
K
r
, q.e.d. (15)
hvor man benytter at:
lim
n→∞
1
(1 + r)n
= 0 (16)
siden renten er positiv, dvs. r > 0.
PS:
At n→∞ betyr at antall teminer g˚ar mot uendelig.

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Oppgave 4: ( n˚averdi )
Hovedpoeng:
Vi ma˚ sammenligne penger ved samme tidspunkt. Enten s˚a m˚a vi sammeligne KA0 med K
B
0
eller s˚a m˚a vi sammeligne KA5 med K
B
5 .
Vi kjenner KA0 = 20 000 NOK, la oss finne K
B
0 .
Bruker renteformelen:
KB5 = K
B
0 (1 + r)
5 (17)
og løser med hensyn p˚a KB0 :
4
KB0 =
KB5
(1 + r)5
(19)
=
26 000
(1 + 0.046)5
NOK ≈ 20 764 NOK (20)
Siden KB0 = 20 764 NOK > K
A
0 = 20 000 NOK s˚a bør vinneren velge:
KB5 = 26 000 NOK om 5 a˚r (21)

4Økonomisk sett er derfor:
20 764 NOK I DAG︸ ︷︷ ︸
= KB0
⇔ 26 000 NOK OM 5 A˚R︸ ︷︷ ︸
= KB5
(18)
9
Oppgave 5: ( elastisitet og transport )
a) Utgiftselasitsiteten Eu(t):
Eu(t) =
d t(u)
du
· u
t(u)
(22)
=
d
du
(
c · u1.06
)
· u
c · u1.06 (23)
=
(
c · 1.06 ·u1.06−1
)
· u
c ·u1.06
(24)
= 1.06 (25)
b) Tolking:
Dersom utgiftene u til veibygging øker med 1 % s˚a vil man kunne bygge større vei
slik at trafikkvolumet øker med 1.06 %
( Alts˚a “vekstfaktoren” er 1.06. )
c) Siden
Eu(t) =
%-vis endring i trafikkvolum
%-vis endring i utgift
(26)
s˚a ser vi at:
10
%-vis endring i trafikkvolum = Eu(t)︸ ︷︷ ︸
= 1.06
· %-vis endring i inntekt︸ ︷︷ ︸
= 5 %
(27)
= 1.06 · 5 % (28)
= 5.3 % (29)
d) Tolking:
Dersom utgiftene u til veibygging øker med 5 % s˚a vil man kunne bygge større vei
slik at trafikkvolumet øker med 5.3 %
e) I løsningen av oppgave 5a, se lign.(24), ser vi at konstanten “c” kansellerer.
Utgiftselastistiteten er alts˚a uavhengig av c.
Dermed innser vi at “c” ikke spiller noen rolle i forhold til utgiftselastistiteten.

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Oppgave 6: ( pensjon )
a) Denne oppgaven dreier seg om oppsparingsannuitet. Fra formelsamlingen finner vi da:
Sann, unA = KA ·
(1 + r)nA − 1
r
(30)
= 7 000 · (1 + 0.12)
20 − 1
0.12
NOK = 504 367 NOK (31)
Ved oppsparing i 20 a˚r og en rente p˚a r = 12 % blir oppspart beløp rett etter
siste innbetaling 504 367 NOK.
b) Denne oppgaven dreier seg om n˚averdi av etterskuddsannuitet. Fra formelsamlingen
finner vi da:
KB,0 = KB ·
1− 1
(1+r)nB
r
(32)
= 80 000 ·
1− 1
(1+0.12)7
0.12
NOK = 365 101 NOK (33)
Pensjonsforsikringen som Ole tilbys har en n˚averdi p˚a KB,0 = 365 101 NOK
n˚ar han fyller 60 a˚r.
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c) Svarene Sann, unA og KB,0 fra oppgave 6a og 6b er for samme tidspunkt,
n˚ar Ole er 60 a˚r.
Disse tallene er derfor umiddelbart sammenlignbare. Dermed innser vi at:
alternativ A, egne sparing er det beste alternativet
d) Løser med hensyn p˚a n alene:
Sann, un = K ·
(1 + r)n − 1
r
∣∣∣∣ · r (34)
Sann, un · r = K ·
(1 + r)n − 1
r
· r (35)
Sann, un · r = K ·
(
(1 + r)n − 1
) ∣∣∣∣ · 1K (36)
Sann, un · r
K
=
K ·
(
(1 + r)n − 1
)
K
(37)
Sann, un · r
K
= (1 + r)n − 1
∣∣∣∣ flytter over 1 (38)
Sann, un · r
K
+ 1 = (1 + r)n
∣∣∣∣ tar ln p˚a begge sier (39)
ln
(
Sann, un · r
K
+ 1
)
= ln
(
(1 + r)n
)
(40)
ln
(
Sann, un · r
K
+ 1
)
= n · ln(1 + r)
∣∣∣∣ “jekker ned” n (41)
n =
ln( S
ann, u
n · r
K
+ 1 )
ln(1 + r)
, q.e.d. (42)
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e) Spørsma˚let er hvor lenge man m˚a spare i alternativ A for a˚ oppn˚a
beløpet i alternativ B, fra pensjonsforsikringen, p˚a KB,0 = 365 101 NOK.
Det betyr at vi ma˚ finne den n’en som gjør at
Sann, un = KB,0 = 365 101 NOK (43)
For a˚ finne n bruker vi resultatet fra oppgave d:
n =
ln(S
ann, u
n · r
K
+ 1)
ln(1 + r)
(44)
=
ln(365 101 · 0.12
7 000
+ 1)
ln(1 + 0.12)
= 17.5 (45)
Det tar 17.5 a˚r for a˚ oppn˚a et like godt alternativ som pensjonsforsikringen gir. 5

5Med egen sparing tar det 20 a˚r a˚ spare beløpet:
Sann, unA = 504 367 NOK (46)
A˚ spare et mindre beløp:
KB,0 = 365 101 NOK (47)
m˚a ta mindre tid. Derfor forventes at n er mindre enn 20. Og det gjør det, se lign.(45).
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Oppgave 7: ( Lagrange multiplikator )
a) Inntekten I(x, y) er:
I(x, y) = pAx + pBy (48)
= (50− x+ y)x + (30 + 2x− y) · y (49)
= 50x− x2 + xy + 30y + 2xy − y2 (50)
= −x2 − y2 + 3xy + 50x+ 30y , q.e.d. (51)
b) Profitten P (x, y) er:
P (x, y) = I(x, y) − K(x, y) (52)
= −x2 − y2 + 3xy + 50x+ 30y − ( 10x+ xy + 10y ) (53)
= −x2 − y2 + 3xy + 50x+ 30y − 10x− xy − 10y (54)
= −x2 − y2 + 2xy + 40x+ 20y , q.e.d. (55)
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c) Dette er et maksimeringsproblem under en bibetingelse. Derfor er dette en situasjon som
er godt egnet for a˚ bruke Lagrange multiplikator.
Bibetingelsen kan skrives:
g(x, y) = x+ y = 15 (56)
Lagrange-funksjonen blir dermed:
L(x, y) = P (x, y) − λ g(x, y) (57)
De stasjonære punktene til F (x, y) er:
∂ L(x, y)
∂x
= 0 ,
∂ L(x, y)
∂y
= 0 (58)
∂ P (x, y)
∂x
− λ ∂ g(x, y)
∂x
= 0 ,
∂ P (x, y)
∂y
− λ ∂ g(x, y)
∂y
= 0 (59)
∂
∂x
(
− x2 − y2 + 2xy + 40x+ 20y
)
− λ ∂
∂x
(
x+ y
)
= 0 (60)
∂
∂y
(
− x2 − y2 + 2xy + 40x+ 20y
)
− λ ∂
∂y
(
x+ y
)
= 0 (61)
−2x+ 2y + 40 − λ = 0 (62)
−2y + 2x+ 20 − λ = 0 (63)
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−2x+ 2y + 40 = λ (64)
−2y + 2x+ 20 = λ (65)
De to ligningene i lign.(64) og (65) sammen med bibetingensen utgjør 3 uavhengige ligninger. Vi
har 3 ukjente, x, y og λ. Dermed er dette et ligningssytem som kan ha en bestemt (“entydig”)
løsning. Vi kan n˚a bruke “innsettingsmetoden” 6. Siden λ ikke er en interesant størrelse i denne
oppgaven kan vi eliminere λ i lign.(64) og (65):
λ = λ (66)
−2x+ 2y + 40 = −2y + 2x+ 20 (67)
2y + 2y = 2x+ 20 + 2x− 40 (68)
4y = 4x− 20 (69)
y = x− 5 (70)
og den uinteressante størrelsen λ er eliminert. Setter lign.(70) inn i bibetingelsen:
x+ y = 15 (71)
x+
(
x− 5
)
= 15 (72)
2x = 15 + 5 (73)
x = 10 (74)
som gir, f.eks. via lign.(70), y = 10− 5 = 5.
6Med “innsettingsmetoden” mener vi her rett og slett at man setter en ligning inn i en annen.
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N˚a ma˚ vi sjekke randen. I tillegg til det stasjonære punktet (x, y) = (10, 5) s˚a m˚a vi ogs˚a
sjekke randpunktene (x, y) = (15, 0) og (x, y) = (0, 15).
P (15, 0) = −x2 − y2 + 2xy + 40x+ 20y
∣∣∣∣
x=15,y=0
(75)
= −152 − 02 + 2 · 15 · 0 + 40 · 15 + 20 · 0 = 375 (76)
P (0, 15) = −x2 − y2 + 2xy + 40x+ 20y
∣∣∣∣
x=0,y=15
(77)
= −02 − 152 + 2 · 0 · 15 + 40 · 0 + 20 · 15 = 75 (78)
P (10, 5) = −x2 − y2 + 2xy + 40x+ 20y
∣∣∣∣
x=10,y=5
(79)
= −102 − 52 + 2 · 10 · 5 + 40 · 10 + 20 · 5 = 475 (80)
Maksimum for P (x, y) inntreffer alts˚a for punktet (x, y) = (10, 5). For a˚ maksimere
profitten Pmaks bør Doosan produsere:
x = 10 A dumpere (81)
y = 5 B dumpere (82)
per kvartal.
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d) Maksimale profitten Pmaks for Doosan per kvartal: ( bruker lign.(80) )
Pmaks = 475 (83)
Den største profitten til Doosan per kvartal er 475 · 10 000 NOK = 4 750 000 NOK.
e) Salgs pris:
pA = 50− x+ y
∣∣∣∣
x=10,y=5
(84)
= 50− 10 + 5 = 45 (85)
pB = 30 + 2x− y
∣∣∣∣
x=10,y=5
(86)
= 30 + 2 · 10− 5 = 45 (87)
Den største profitten oppn˚as dersom dumper A og B har samme pris,
45 · 10 000 NOK = 450 000 NOK.

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Oppgave 8: ( diskret og kontinuerlig rente )
a) Denne oppgaven dreier seg om diskret rente. Det er derfor naturlig a˚ bruke den
diskrete renteformelen:
Kn = K0(1 + r)
n (88)
hvor n = 20 og K20 = 2K0 siden kapitales skal dobles. Løser lign.(88) mhp. r alene:
K20 = K0(1 + r)
n | · 1
K0
(89)
K20
K0
= (1 + r)n (90)
2K0
K0
= (1 + r)n siden K20 = 2K0 (91)
2 = (1 + r)n (92)
2
1
n =
(
(1 + r)n
) 1
n V S
1
n = HS
1
n (93)
2
1
n = 1 + r (94)
og vi kan løse med hensyn p˚a r alene:
r = 2
1
n − 1 (95)
= 2
1
20 − 1 = 0.0353 = 3.53 % (96)
For at kapitalen skal fordobles p˚a 20 a˚r ma˚ renten være: r = 3.53 %
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b) Denne oppgaven dreier seg om kontinuerlig rente. Det er derfor naturlig a˚ bruke den
kontinuerlige renteformelen:
Kt = K0 e
r·t (97)
Denne ligningen ma˚ vi løse med hensyn p˚a K alene:
Kt = K0 e
r·t
∣∣∣∣ · 1K0 (98)
Kt
K0
= er·t tar ln p˚a begge sider (99)
ln
(
Kt
K0
)
= ln
(
er·t
)
(100)
ln
(
Kt
K0
)
= r · t
∣∣∣∣ · 1t (101)
r =
ln
(
Kt
K0
)
t
(102)
Helt til slutt kan vi sette inn tallene: ( Kt = 2 ·K0 og n = 20 )
r =
ln
(
2·K0
K0
)
20
= 0.0347 (103)
For at kapitalen skal fordobles p˚a 20 a˚r ma˚ renten være: r = 3.47 %
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c) i) Siden det avsettes et fast (dvs. konstant) beløp hvert a˚r s˚a dreier dette
seg om oppsparingsannuitet.
ii) Ut fra formelsamlingen ved vi da at oppspart beløp Sann, un umiddelbart
etter at siste beløp K er avsatt, er:
Sann, un = K ·
(1 + r)n − 1
r
(104)
Til slutt kan vi sette inn tallene: ( K = 40 000 NOK, n = 10 og r = 0.07 )
Sann, u10 = 40 000 ·
(1 + 0.07)10 − 1
0.07
NOK = 552 658 NOK (105)
Like etter siste beløp er satt i banken s˚a har du: 552 658 NOK
d) i) Siden dette er et l˚an med fast (dvs. konstant) terminbeløp s˚a dreier dette
seg om annuitetsl˚an.
ii) Ut fra formelsamlingen ved vi da at terminbeløpet K ( renter + avdrag )
K = K0 · r
1− 1
(1+r)n︸ ︷︷ ︸
inv. annuitetsfaktor
(106)
Til slutt kan vi sette inn tallene: ( K0 = 500 000 NOK, n = 10 og r = 0.07 )
K = 500 000 · 0.07
1− 1
(1+0.07)10
NOK = 71 189 NOK (107)
Terminbeløpet for annuitetsl˚anet er: 71 189 NOK
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iii) Siden
konstant︷ ︸︸ ︷
terminbeløp︸ ︷︷ ︸
= K
=
øker︷ ︸︸ ︷
avdrag +
avtar︷ ︸︸ ︷
renter (108)
m
n ·K = K0 + Rannn (109)
m (110)
Rannn = n ·K −K0 (111)
og siden vi kjenner K fra oppgave d, og K0 samt n er oppgitt, s˚a kan vi sette
tallene rett inn i lign.(111):
Rannn = ( 10 · 71 189− 500 000 ) NOK = 211 890 NOK (112)
Alternativt kan man bruke formelen i formelsamlingen. Da unng˚ar man a˚
arve avrundingsfeil:
Rannn = K0 ·
[
n · r
1− 1
(1+r)n
− 1
]
(113)
= 500 000
[
10 · 0.07
1− 1
(1+0.07)10
− 1
]
NOK = 211 888 NOK (114)
Man kan velge om man ønsker a˚ gjøre det slik som i lign.(112) eller (113).
Den ene metoden er like bra som den andre.
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e) i) Siden dette er et l˚an med faste (dvs. konstante) avdrag s˚a dreier dette
seg om seriel˚an.
ii) Avdragene er konstante. Siden l˚anet skal tilbakebetales p˚a n = 10 a˚r s˚a blir
de a˚rlige avdragene:
a˚rlig avdrag =
K0
n
=
500 000
10
NOK = 50 000 NOK (115)
iii) I formelsamlingen finner man at summen av renten for et seriel˚an er:
Rserien = K0 · r
n+ 1
2
(116)
= 500 000 · 0.07 · 10 + 1
2
NOK = 192 500 NOK (117)
f) Man betaler mindre rente ved et seriel˚an - sammenlign lign.(114) og (117).
Derfor er seriel˚anet billigst.

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Oppgave 9: ( nyttemaksimering , Lagrange multiplikatorer , “SØK200 Mikroøkonomi” )
a) Nyttefunksjonen
U(x, y) = 2x2y (118)
skal maksimeres under bibetingelsen
g(x, y) = pxx+ pyy = m (119)
b) Lagrange-funksjonen er:
L(x, y) = U(x, y) − λ g(x, y) (120)
hvor m er en konstant. De stasjonære punktene til F (x, y) er:
∂ L(x, y)
∂x
= 0 ,
∂ L(x, y)
∂y
= 0 (121)
∂ U(x, y)
∂x
− λ ∂ g(x, y)
∂x
= 0 ,
∂ U(x, y)
∂y
− λ ∂ g(x, y)
∂y
= 0 (122)
∂
∂x
(
2x2y
)
− λ ∂
∂x
(
pxx+ pyy
)
= 0 (123)
∂
∂y
(
2x2y
)
− λ ∂
∂y
(
pxx+ pyy
)
= 0 (124)
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4xy − λ px = 0 (125)
2x2 − λ py = 0 (126)
4xy
px
= λ (127)
2x2
py
= λ (128)
De to ligningene i lign.(127) og (128) sammen med bibetingensen utgjør 3 uavhengige ligninger.
Vi har 3 ukjente, x, y og λ. Dermed er dette et ligningssytem som kan ha en bestemt (“entydig”)
løsning. Vi kan n˚a bruke “innsettingsmetoden” 7. Siden λ ikke er en interesant størrelse i denne
oppgaven kan vi eliminere λ i lign.(127) og (128):
λ = λ (129)
4xy
px
=
2x2
py
(130)
2 · 2y
px
=
2x
py
(131)
y =
pxx
2py
(132)
og den uinteressante størrelsen λ er eliminert. Setter lign.(132) inn i bibetingelsen:
pxx+ pyy = m (133)
pxx+py
(
pxx
2py
)
= m (134)
pxx
3
2
= m (135)
x =
2
3
m
px
, q.e.d. (136)
7Med “innsettingsmetoden” mener vi her rett og slett at man setter en ligning inn i en annen.
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Setter lign.(136) inn i (132):
y =
pxx
2py
(137)
= 
px
2py
· 2
3
m
px
=
1
3
· m
py
, q.e.d. (138)
c) Numeriske verdier:
x
lign.(136)
=
2
3
m
px
=
2
3
1200 NOK
10 NOK
= 80 (139)
y
lign.(138)
=
1
3
m
py
=
1
3
1200 NOK
40 NOK
= 10 (140)
d) Tolking:
Med nyttefunksjonen U(x, y) = 2x2y s˚a er det størst nytte ved a˚ konsumere:
x = 80 liter bensin og y = 10 pølsemenyer
i løpet av ei lang helg.
e) Ja, v˚ar analytiske løsning stemmer med den grafiske løsningen i kompendiet.
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